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1.1. Motivaciones y objetivo general
La resolución espacial de los sistemas formadores de imágenes está 
limitada básicamente por la difracción, es decir, por su capacidad para ge­
nerar un spot de focalización de dimensiones reducidas cuando forman la 
imagen de una fuente de luz puntual situada en el eje óptico. Desde la for­
mulación de la teoría de ondas para los sistemas de microscopía [Abbe 
1973], la mejora de la resolución de estos sistemas formadores de imáge­
nes ha sido, durante las últimas décadas, objeto de numerosos estudios no 
sólo en frecuencias ópticas [Sales 1998], sino también en otros campos 
como la microscopía de rayos-X [Miao et al. 2002a] o la microscopía elec­
trónica [Miao et al. 2002b],
A pesar de estas mejoras en la resolución espacial, el empleo de la 
microscopía convencional para la formación de imágenes de objetos tridi­
mensionales (3D), tales como muestras médicas o biológicas, presenta un 
gran inconveniente: una imagen obtenida enfocando a una cierta profundi­
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dad de la muestra contiene información desenfocada de todo el objeto. De 
esta forma, la relación señal-ruido de la imagen 3D resultante es muy baja. 
La solución a este problema se ha abordado desde diferentes perspectivas, 
entre ellas el incremento de la profundidad de campo del sistema, o la pro­
puesta de nuevas arquitecturas en los sistemas de microscopía de barrido 
que otorguen al sistema una alta capacidad de seccionado óptico, como es 
el caso de la microscopía confocal.
En efecto, son numerosas las aplicaciones en las que la sensibilidad a 
pequeños desajustes entre la posición del plano objeto e imagen impone 
grandes limitaciones a los sistemas formadores de imágenes. Por ello, y 
con objeto de incrementar la profundidad de campo de estos sistemas, han 
sido muchos los estudios llevados a cabo en esta línea en los últimos años, 
obteniendo diferentes soluciones al problema mediante diversas técnicas 
de apodización [Chi y George 2001; Mino y Okano 1971; Ojeda-Castañeda 
etal. 1988; Welford 1960],
Por su parte, la microscopía confocal de barrido es capaz de seccionar 
ópticamente la imagen de un objeto 3D, gracias a su particular geometría. 
En estos sistemas, la luz monocromática procedente de una fuente puntual 
es focalizada sobre una pequeña región de la muestra 3D por medio de un 
objetivo de apertura numérica alta [Brakenhoff et al. 1979; McCutchen 
1967; Minsky 1988; Sheppard y Choudhury 1977]. A continuación, la luz 
emitida por la muestra es colectada de nuevo por el mismo u otro objetivo, 
y, finalmente, es detectada mediante un detector puntual situado en el pla­
no conjugado del foco. La imagen 3D se reconstruye por medio de un or­
denador a partir de los valores de intensidad adquiridos tras realizar un
2
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barrido 3D de la muestra [Brakenhoff ef a/. 1988; Pawley 1995]. La principal 
característica de estos sistemas es su increíble capacidad discriminatoria 
con respecto a la distancia de focalización, debido a la habilidad que éstos 
poseen de rechazar la luz procedente de secciones del objeto que no están 
en foco.
No obstante, estos microscopios proporcionan una imagen 3D anisó- 
tropa que depende de la orientación de la muestra, debido a que la resolu­
ción axial es mucho peor que la transversal. Con objeto de mejorar la reso­
lución axial de estos sistemas se han realizado diferentes propuestas, entre 
las que podemos destacar la microscopía confocal 4Pi [Blanca et al. 2001; 
Hell y Stelzer 1992], la microscopía confocal -0  [Lindek etal. 1999; Stelzer 
y Lindek 1994] y la microscopía por inhibición de la emisión estimulada 
[Hell2003; Klare ta l. 2001].
A pesar de todo, un gran inconveniente de los sistemas confocales 
que trabajan con muestras fluorescentes es el blanqueo que sufre el colo­
rante utilizado para producir la fluorescencia. Dicho blanqueo se ve acen­
tuado en la microscopía confocal de barrido, ya que todo el volumen de la 
muestra que queda bajo el cono de iluminación es excitado cuando se for­
ma la imagen de un único punto.
Tratando de salvar esta limitación se han propuesto diversas técnicas 
basadas en fenómenos no lineales, como por ejemplo la microscopía de 
barrido por excitación a dos fotones (TPE de la nomenclatura anglosajona 
Two-Photon Excitatlon). El principio básico de este fenómeno [Góppert- 
Mayer 1931] consiste en la excitación de una molécula mediante la absor­
ción simultánea de dos fotones que proporcionan, en conjunto, la energía
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necesaria para producir la transición al estado excitado, del que decae, 
posteriormente, emitiendo un único fotón por fluorescencia. Para que el 
rendimiento de estos sistemas sea alto se requiere una fuerte concentra­
ción espacial y temporal de la luz, lo que justifica el empleo de láseres de 
femtosegundos y objetivos de microscopio de gran apertura numérica en 
este campo de la microscopía. De particular interés es la microscopía por 
absorción a dos fotones de distinta energía, TCE (del inglés Two Color 
Excitation). En estos sistemas dos haces de iluminación de longitudes de 
onda diferentes, se superponen en el espacio y el tiempo para permitir la 
absorción simultánea de un fotón procedente de cada haz para producir la 
transición electrónica [Lim y Saloma 2002; Lindek y Stelzer 1999; Xiao et al. 
2003].
Existen técnicas de conformado de la respuesta unidad mediante el 
empleo de filtros pupilares que, con una pequeña modificación de la arqui­
tectura de los microscopios, son capaces de mejorar significativamente su 
rendimiento. Estas técnicas son además compatibles con cualquier geome­
tría, como por ejemplo en el esquema confocal convencional [Boyer 2002; 
Boyer 2003; Ding et al. 1997; Juana et al. 2003a; Martínez-Corral et al. 
1995; Martínez-Corral etal. 2002b; Neil etal. 2000; Sheppard 1999; Sherif 
y Tórók 2004], en alguna de sus variantes [Juana et al. 2003b; Martínez- 
Corral et al. 2002a, Martínez-Corral et al. 2003a] o en los sistemas de ab­
sorción de dos fotones [Blanca y Hell 2002; Ibáñez-López et al. 2004; Xiao 
etal 2003].
Sin embargo, la calidad de la imagen proporcionada por dichos siste­
mas disminuye dramáticamente cuando algunas distorsiones de fase están
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presentes en el proceso de formación de la misma. Muchas de estas abe­
rraciones pueden ser compensadas mediante el empleo de sistemas ópti­
cos de alta calidad pero, algunas de ellas no pueden ser corregidas fácil­
mente ya que están ligadas de manera inherente al proceso de barrido. En 
particular, la aberración esférica inducida por el grosor de la muestra y los 
cambios de índice de refracción de los medios atravesados por el haz de 
luz es de las más importantes a tener en cuenta [Sheppard 1988; Tórók et 
al. 1997], Además de una absorción característica, un espécimen biológico 
puede presentar variaciones considerables en el índice de refracción [Bolin 
et al. 1989; Teamey et al. 1995]. Debido a que la profundidad de focaliza- 
ción, y con ello el espesor atravesado en el objeto, es variable durante el 
proceso de barrido, esta aberración no puede ser estáticamente compen­
sada para todo el grosor de la muestra, a pesar de trabajar con elementos 
ópticos de muy alta calidad. Este tipo de distorsiones han estado sujetas a 
muchas investigaciones tanto en el campo de la biología, donde afectan 
considerablemente a la calidad de la imagen [Booth y Wilson 2000; Hell et 
al. 1993; Tórók et al. 1995a; Tórók et al. 1995b; Wilson y Carlini 1989], y a 
los niveles de señal y resolución en los microscopios confocales de barrido 
[Pawley 1995; Wilson y Sheppard 1984], como en multitud de dispositivos 
ópticos tales como el almacenamiento de datos ópticos [Day y Gu 1998], la 
lectura óptica de discos [Braat 1997; Stallinga 2005a; Stallinga 2005b] o los 
sistemas de confinamiento como las pinzas ópticas [Ke y Gu 1998; Reihani 
etal. 2006], entre otros.
La óptica adaptativa es una solución para evitar este efecto, ya que 
permite corregir dinámicamente la aberración esférica inducida por el gro­
sor de la muestra [Booth et al. 2002; Somalinga et al. 2004; Theofanidou et
5
Diseño de técnicas de inmunización contra la aberración esférica
al. 2004], Sin embargo, la implementación práctica de esta técnica no es 
una tarea fácil. Por ello, en la presente Memoria, hemos centrado nuestros 
esfuerzos en otra técnica, ligeramente menos eficiente pero de mayor sim­
plicidad práctica. Nos referimos al diseño e implementación de nuevas fa­
milias de filtros pupilares con la habilidad de reducir las distorsiones de fase 
inducidas durante el proceso de barrido. El proceso de diseño de los filtros 
se ha basado en la búsqueda de elementos conformadores sencillos y de 
muy fácil fabricación. Para llevar a cabo esta tarea, el presente trabajo se 
ha estructurado en la forma que a continuación se detalla.
1.2. Esquema general
Para comprender el funcionamiento de los sistemas formadores de 
imágenes así como la resolución de los mismos, es necesario realizar un 
estudio del fenómeno de difracción. Por ello, en el Capítulo 2 comenzamos 
describiendo las teorías de difracción necesarias para analizar los sistemas 
de microscopía que se tratarán a lo largo de este trabajo.
Teniendo en cuenta que la respuesta de los microscopios de barrido 
queda reducida al estudio de la respuesta unidad de un sistema focaliza­
dos en el Capítulo 3 se llevará a cabo el estudio de esta respuesta así co­
mo el de la aberración esférica inducida en un sistema focalizador. Analiza­
remos tanto la aberración esférica inducida por las interfases de cambio de 
índice que atraviesa el haz cuando focaliza sobre la muestra como la abe­
rración generada cuando el objetivo de microscopio trabaja con una longi­
tud de tubo diferente de la de diseño.
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El principal propósito de este trabajo es diseñar e implementar filtros 
pupilares que mejoren la tolerancia de los microscopios confocales de ba­
rrido frente a la aberración esférica. Para ello, en el Capítulo 4 desarrolla­
remos un formalismo matemático que nos permitirá llevar a cabo un estudio 
simple e intuitivo de dichos sistemas. De esta forma, seremos capaces, en 
el Capítulo 5, de minimizar el efecto de estas variaciones de fase mediante 
el empleo de una familia de filtros pupilares. Una vez propuesta esta familia 
de filtros, realizaremos un proceso de selección del filtro óptimo y presenta­
remos los resultados experimentales obtenidos al implementar el filtro se­
leccionado en un dispositivo real para la medida de la respuesta axial del 
sistema.
Por otro lado, los sistemas formadores de imágenes con mayor pro­
fundidad de campo son de gran interés en muchas aplicaciones, como ya 
hemos comentado anteriormente. En estos sistemas, cuando se forma la 
imagen de un plano intermedio de la muestra 3D, el efecto negativo provo­
cado por los planos fuera de foco es menor que en los sistemas de micros­
copía convencional con una profundidad de campo reducida. A partir del 
estudio de la aberración esférica, en el Capítulo 6 seremos capaces de 
incrementar la profundidad de campo de un sistema de microscopía me­
diante el empleo de filtros de amplitud, lo que supone una pequeña modifi­
cación de la arquitectura del sistema. Finalmente, se presentarán dos expe­
rimentos con la finalidad de corroborar los resultados teóricos: uno de ellos 
en un sistema formador de imágenes de apertura numérica baja y el otro en 
un sistema de microscopía convencional.
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Por último, en las conclusiones generales, expuestas en el Capítulo 7, 
se comentarán brevemente los logros alcanzados y se mencionarán las 
perspectivas de futuro que ofrece el trabajo.
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Capítulo 2 
Focalización de haces polarizados
El fenómeno de difracción interviene decisivamente en la capacidad de 
formación de imágenes de un sistema óptico, ya que cada punto luminoso 
del objeto, al proyectarse geométricamente sobre su punto conjugado en el 
plano imagen, genera una mancha de difracción. En el caso en el que el 
sistema óptico es lineal, la imagen se construye a partir de la superposición 
de las manchas de difracción generadas por los diferentes puntos del obje­
to. Si además el sistema es invariante a desplazamientos proporciona las 
mismas respuestas para todos los puntos del objeto, aunque situadas en 
posiciones que dependen, en una relación de proporcionalidad, de las posi­
ciones de los puntos del objeto. En este caso, el cálculo de la imagen es 
mucho más simple, y se obtiene a partir de la convolución entre la imagen 
geométrica y la mancha de difracción generada por un punto en eje. Esta 
última función se denomina respuesta unidad del sistema.
En este capítulo se pretende obtener una expresión matemática de la 
citada respuesta unidad, partiendo de la teoría clásica y atendiendo a las 
particularidades de los sistemas ópticos que se tratarán posteriormente.
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2.1. Formación de imágenes 3D en sistemas telecéntricos
Los sistemas de microscopía convencional son sistemas optimizados 
para proporcionar imágenes con alta resolución de objetos planos ilumina­
dos incoherentemente. Para estudiar su comportamiento cuando trabajan 
con objetos tridimensionales (3D), es decir, aquellos cuyo grosor es mayor 
que la profundidad de campo del sistema, es común asumir la aproxima­
ción de Born a primer orden [Born y Wolf 1999]. Por ello suponemos que 
los objetos 3D difractan débilmente, de forma que la luz difractada en cada 
sección transversal no es difractada nuevamente por planos posteriores del 
objeto. Bajo esta hipótesis, comenzaremos considerando un sistema for- 
mador de imágenes en la aproximación paraxial para terminar generalizan­
do las expresiones a objetivos de microscopio de apertura numérica alta.
2.1.1. Aproximación paraxial
Para tener una comprensión intuitiva de los principios de la microsco­
pía óptica, es conveniente comenzar analizando la configuración represen­
tada en la Fig. 2.1, en la que hemos esquematizado un microscopio con­
vencional mediante un acoplamiento telecéntrico1.
1 Condición de telecentrismo: Cuando el diafragma de apertura de un sistema óptico se sitúa 
de forma que tanto la pupila de entrada como la de salida se encuentran en el infinito.
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Fig. 2.1. Esquema de un sistema de microscopía convencional.
En este esquema hemos tenido en cuenta que en la actualidad mu­
chos objetivos de microscopio se diseñan de forma que el plano objeto está 
conjugado con el infinito. En tal caso, la imagen intermedia se obtiene con 
la ayuda de una segunda lente, la lente de tubo2. El diafragma de apertura 
de este acoplamiento es precisamente el del objetivo, que está situado en 
el foco imagen del mismo. Es fácil comprobar que este acoplamiento tele- 
céntrico constituye un sistema lineal e invariante a desplazamientos 3D 
(Linear and Shift Invariant, LSI, en la literatura anglosajona), por lo que 
queda completamente caracterizado por su respuesta unidad (PSF del 
inglés Point Spread Function), es decir, por la imagen proporcionada por un 
punto del objeto a través del sistema. Todo esto implica que la distribución 
de intensidades en el espacio imagen se obtiene mediante la convolución 
3D de la imagen geométrica del objeto con la respuesta unidad del sistema
2 Dependiendo del tipo de microscopio, esta imagen intermedia puede ser observada directa­
mente a través de un ocular, o recogida con un sensor matricial (como una CCD o un CM OS) 
para su posterior procesado.
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[Gu 1996]. En términos prácticos, consideremos una muestra 3D fluores­
cente que está iluminada uniformemente por un haz monocromático cuya 
longitud de onda coincide con la longitud de onda de excitación del coloran­
te fluorescente. La distribución tridimensional de intensidad es proporcional 
a la función 0 (x ,y ,z ), que describe la distribución espacial de fluoroforos 
en la muestra. En este caso, la distribución de intensidades en el espacio 
imagen viene dada por la expresión
es el aumento lateral del sistema telecéntrico.
Naturalmente, un sistema no telecéntrico proporciona una señal de sa­
lida que, en sentido amplio, también puede llamarse imagen. Sin embargo, 
en este caso tanto el aumento lateral como la respuesta unidad dependen
(2.1)
donde
h '(x \y 'i z') = i t é kz’ § p [x p,yp)vap x
(2.2)
es la respuesta unidad en amplitudes del sistema y
(2.3)
12
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de z . Este tipo de dispositivos proporcionan imágenes de calidad hetero­
génea y no puede aplicárseles procedimientos de desconvolución [Shaevitz 
y Fleteher 2007].
El proceso de formación de imágenes en sistemas LSI 3D, puede in­
terpretarse como un proceso híbrido en el que se pueden diferenciar los 
efectos difractivos de los de formación de imágenes en términos de la ópti­
ca geométrica. De esta forma, podemos entender que la imagen final no es 
más que una versión escalada (esto es, la imagen geométrica) de una dis­
tribución objeto virtual de ¡radiancia [Zapata-Rodríguez 1999], I v(x, y ,z ) , 
donde hemos incluido los efectos de la difracción, es decir,
vm ’ m ’ M 2 j
(2.4)
o equivalentemente
I ,  (x,y,z)  = M 2I ’(M x ,M y ,M 2z) ■ (2.5)
A partir de la Ec. (2.1) podemos escribir
l v(x,y,z)  = 0 (x ,y , z )®3 \ h ( x , y , z f , (2.6)
donde
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h(x i y,z) = M iz (x2p + ^ ) | x
xexp \ ^ i ^ { x px + ypy^dxpdyp
(2.7)
es la respuesta unidad del sistema expresada ahora en el espacio objeto.
Tal y como hemos visto, la capacidad de formación de imágenes de un 
sistema telecéntrico queda plenamente caracterizada a través de su res­
puesta unidad \ t i (x ' ,y ' , z '^  o, equivalentemente, de su análoga virtual del 
espacio objeto |/ i(x ,j,z ) |2. Por tanto, para caracterizar estos sistemas 
basta con calcular la distribución de intensidades que se obtiene al iluminar 
la pupila p ix ^ y p }  con una onda plana monocromática en eje. Es decir, 
podemos reducir nuestro análisis al estudio de lo que denominaremos co­
mo respuesta unidad de un sistema focalizador.
2.1.2. Objetivos de apertura numérica alta
La calidad de la imagen óptica es tanto mejor cuanto más confinada 
esté la respuesta unidad. Dado que la respuesta unidad 3D está constituida 
por la transformada de Fourier de la función pupila y sus patrones desenfo­
cados, cuanto mayor sea el tamaño angular de la pupila, mayor será el 
confinamiento de la respuesta unidad. Sin embargo, en los objetivos de 
apertura numérica alta donde la focalización se produce con gran divergen­
cia angular no pueden ser representados fielmente por ecuaciones desarro­
lladas en el marco de la teoría paraxial.
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Fig. 2 .2 . Esquem a de un objetivo de microscopio.
Para analizar la formación de imágenes con un sistema telecéntrico 
similar al mostrado en la Fig. 2.1, pero en el que la lente I ,  es sustituida 
por un elemento focalizador de estructura mucho más compleja (ver por 
ejemplo Fig. 2.2), basta con calcular de nuevo la respuesta unidad del ele­
mento focalizador. Para abordar este problema, tendremos en cuenta que 
estos elementos se pueden representar, no por unos planos principales 
como en óptica paraxial, sino a través de sus superficies principales. Tal y 
como se muestra en la Fig. 2.3, las superficies principales son una superfi­
cie plana y una superficie esférica centrada en F 3.
3 Al igual que en el caso paraxial, un rayo que incide paralelo al eje óptico a una cierta altura 
de S2, aparece en S, a la misma altura, pero dirigiéndose al foco F.
15
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t >i i-----------------m— ►
Fig. 2 .3 . E squ em a de focalización  para un objetivo de  ap ertu ra  n u m é ­
rica alta.
Los objetivos se diseñan de tal forma que el diafragma de apertura se 
encuentra en el plano focal objeto del mismo. En la figura anterior hemos 
representado, siguiendo un razonamiento parageométrico, la trayectoria de 
un rayo normal al frente de ondas. Esta forma de razonar permite com­
prender fácilmente que el diafragma de apertura se proyecta sobre Si y 
que, por tanto, a la salida del objetivo se tiene un frente de ondas esférico 
truncado. Esta proyección puede analizarse de diferentes formas depen­
diendo de las condiciones que determinan la inclinación de los rayos en el 
sistema [Sheppard y Gu 1993]. Los dos casos más comunes son los siste­
mas diseñados para cumplir la condición del seno o los sistemas que satis­
facen la condición de Herschel.
2.2. Teoría escalar de Debye
Para calcular la distribución de amplitudes en los alrededores del foco, 
es necesario integrar las contribuciones de los diferentes puntos del frente
16
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de ondas esférico. Para ello hacemos uso de la primera ecuación de Ray- 
leigh-Sommerfeld [Stamnes 1986], que permite reconstruir el campo en las 
proximidades del foco, mediante la superposición de las ondas esféricas 
secundarias originadas en cada punto del frente de ondas esférico, es decir
En la geometría bajo estudio (ver Fig. 2.3), q y s son, respectivamente, los 
vectores unitarios desde un punto, Px, del frente de ondas emergente, al 
punto focal, F , y a un punto arbitrario P perteneciente al volumen focal. 
La distribución de amplitudes de las ondas esféricas secundarias viene 
dada por
siendo -P(ií) la función que determina la forma de la apertura. Asumiendo 
que la distancia R es mucho menor que la distancia focal, es decir, que 




q R * s - f  y  d 2S * f 2d 2Q , (2.10)
donde d 2Q es el ángulo sólido subtendido por un elemento de superficie 
d 2S del frente de ondas esférico sobre el punto focal F . De esta manera, 
la Ec. (2.8) puede escribirse de la forma
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¿(R) = —  j]> (q)exp(/£q • R) d 2Q . (2.11)
^  n
Esta ecuación, conocida como la representación integral de Debye pa­
ra campos fuertemente focalizados [Debye 1909], permite obtener el campo
como una superposición coherente de ondas planas y monocromáticas.
Las direcciones de propagación de dichas ondas (especificadas por los 
vectores q ) pertenecen al cono geométrico definido por el foco y la pro­
yección de la función pupila sobre la superficie esférica principal [Gu 2000].
Como en la mayoría de objetivos la transmitancia en amplitud del dia­
fragma de apertura presenta simetría de revolución, resulta conveniente 
expresar las posiciones en la esfera de referencia en coordenadas esféri­
cas. Así, situando el origen en el foco F  tenemos
q = ( -  sin 0 eos <f>, -  sin 0 sin eos 0 ), (2.12)
y
d 2£l = sm0d0d<t>. (2.13)
Del mismo modo, la posición de P se puede expresar en coordenadas 
cilindricas centradas de nuevo en el foco,
R  = ( rc o s ^ ,rs in ^ ,z ) . (2.14)
Así, la distribución de amplitudes en la región focal se puede expresar 
como
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h(r , i / / ,z )  =  —  J J/>(0,^)exp{-/fo-sin0cos(^-y/)} x
o o (2.15)
x exp (¿Az eos 6)  sin 6dQd(f) ,
donde a  es el valor máximo del ángulo de apertura 6 .
En el caso en que la función pupila tenga simetría de revolución en 
torno al eje z , podemos escribir
2 n  ae
/*(r,z ) = - / —  j / >(0)exp(/Azcos0)./o(fo*sin0)sin0¿/0. (2.16)
A
Esta distribución suele expresarse en términos de las siguientes coor­
denadas adimensionales4










\p(e) exp -Í27CZ sin2 (# /2 ) 
N sin2 ( a /2)
(2.18)
27trN   sin OdO.
sinor)
4 Esta normalización cobra sentido cuando se analiza en el dominio frecuencial, ya que norma­
liza a la unidad el radio de la esfera de referencia.
19
Diseño de técnicas de inmunización contra la aberración esférica
2.3. Teoría vectorial de Debye
Las limitaciones de la teoría escalar aparecen cuando los sistemas 
formadores de imágenes trabajan con una apertura numérica alta y cuando 
las características relacionadas con el estado de polarización de la luz no 
pueden ser ignoradas. En estos casos resulta necesaria una teoría vectorial 
[Martínez-Herrero et al. 2001].
2.3.1. Matrices de Jones generalizadas
En este apartado nos basamos de nuevo en un razonamiento para- 
geométrico de forma que analizamos, mediante un formalismo generalizado 
de matrices de Jones, la propagación de rayos de luz polarizados. Esta 
forma de razonar permite especificar el valor del campo eléctrico en la su­
perficie principal esférica. La idea del trazado de rayos vectorial fue asumi­
da y empleada hace mucho tiempo [Richards y Wolf 1959]. No obstante, la 
posibilidad de escribir este problema en términos matriciales es algo más 
reciente y fue llevada a cabo por Tórók et al. [Tórók et al. 1995a; Tórók y 
Wilson 1997; Tórók 2003].
El formalismo matricial de Jones [Azzam y Bashara 1992] es fácil de 
aplicar para describir la evolución del estado de polarización del campo 
luminoso a través de un sistema óptico. No obstante, este formalismo no es 
capaz de describir campos no colimados debido a que las matrices de Jo­
nes son matrices de dimensión 2x2. El formalismo que se describe a conti­
nuación se basa en matrices de dimensión 3x3, por lo que permite describir 
también los campos no colimados.
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Para desarrollar este formalismo debemos tener en cuenta, en primer 
lugar, que cuando una onda plana polarizada es refractada en la superficie 
que separa dos medios dieléctricos homogéneos e isótropos de índice de 
refracción diferentes, la componente del vector campo eléctrico perpendicu­
lar a la sección meridional5 (componente s ) no cambia, mientras que la 
componente paralela (componente p )  sufre cambios de dirección. Estos 
cambios los describiremos mediante la matriz
P  -
r  eos# 0 s in # N 
0 1 0
-s in #  0 eos#
(2.19)
donde # = # ,-# , (ver Fig. 2.4).
Fig. 2.4. En la refracción las componentes del campo eléctrico sufren 
cambios tanto en su amplitud como en su dirección.
5 Se define la sección meridional como aquélla que contiene al rayo y al eje óptico.
21
Diseño de técnicas de inmunización contra la aberración esférica
Además, la amplitud de ambas componentes se ve afectada por los 
coeficientes de Fresnel [Hecht 2000]. Este cambio se describe mediante la 
matriz
0 o '





sin {0t + 0,) eos(é? -  6t)
2 sin 6t eos 0
y ts =
sin (^ + 0,)
(2.21)
Por último, cuando el campo eléctrico está expresado en un sistema 
cartesiano que difiere del constituido por la sección meridional y su perpen­
dicular, es necesario aplicar una rotación alrededor del eje z que permita 
expresar el campo en sus componentes s y p . Para ello se utiliza la ma­
triz
JR =
r  cos^ sin^ 0N 
-sin^ cos^ 0
v 0 0 1
(2.22)
2.3.2. Integral de Debye-Wolf
Cuando una onda plana polarizada incide sobre un sistema focalizador 
de apertura numérica alta, sufre una fuerte refracción. Como consecuencia
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de ella, aparecen otras componentes cartesianas en el vector de polariza­
ción (Fig. 2.5).
Fig. 2 .5 . Efecto de la refracción en la polarización de la luz, con una  
onda linealm ente polarizada.
La integral de Debye obtenida en la Ec. (2.15) puede escribirse como
donde, dado que ahora tenemos en cuenta los efectos de polarización, 
E ( r ,^ ,z )  es el campo eléctrico en un punto de la región focal y Z0(Q,<j)) 
es el vector eléctrico sobre un punto de la superficie esférica de referencia, 
el cual puede obtenerse a partir del formalismo de las matrices de Jones 
generalizadas descrito previamente.
Consideremos, en nuestro razonamiento parageométrico, un rayo que 
incide paralelo al eje óptico y cuyo estado de polarización es
o o (2.23)
xexp(/'Azeos 6) sin G d6d<J) ,
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o ) . Para poder aplicar los efectos de la refracción es necesario
primero aplicar la rotación que permita expresarlo en sus componentes s y 
p . Aplicando a continuación los efectos de la refracción obtenemos que el 
vector campo eléctrico sobre la esfera de referencia vale
Naturalmente, este vector necesita volver a ser transformado para ex­
presarlo de nuevo en términos del sistema cartesiano original; es decir,
Este formalismo permite analizar el volumen focal obtenido al focalizar 
una onda plana con polarización arbitraria. A continuación, vamos a particu­
larizarlo a un caso sencillo pero de gran interés práctico. Nos referimos al 
caso en que el haz incidente está polarizado linealmente. Si consideramos 
además que en primera aproximación ts = tp = 1, obtenemos
s f = / tP R z x. (2.24)
E0 =  R  xBxPRzk =
A(cos# + l)  + (cos#-l)cos2^ 
(eos 0 -1 )  sin 2(¡>
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donde hemos considerado, sin que ello implique pérdida de generalidad, 
que el campo incidente está polarizado en la dirección jc , es decir, 
S i-=(p(p),°>0) .
Así, sustituyendo la Ec. (2.26) en la Ec. (2.23), y haciendo uso de las 
identidades [Watson 1995],
2x
J  eos (na) exp [¿a eos (a  -  0 ) \d a  = 2nin eos (n 0 )J n (a ) , (2.27)
o
2jt
J sin (na) exp [ r á r  eos (a  -  J3)]da = 2mn sm (n0)Jn ( a ) , (2.28)
o
donde n es un número entero y Jn es la función de Bessel de primera 
clase y orden n , obtenemos
E (r,z ;V/)  = —^ { ( / 0 + / 2 eos 2y/) i + / 2 sin 2x¡ /j -  2 ilx eos . (2.29)
A
En esta expresión, las funciones I 0, /, e I 2 vienen dadas por
a
h  = p w  + cos0)./o(Á7'sin0)exp(/Azcos0)sin#£/é?, (2.30)
o
a
I x = ^P(6)s\nOJx(krs\n6)ex#(ikzcos6)sM6d6 , (2.31)
o
a
h = p *(« )(i -cos^)J2(A7,sin^)exp(/A2:cos^)sin^¿/^, (2.32)
o
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y son conocidas como relaciones o integrales de Richards y Wolf [Richards 
y Wolf 1959].
Tradicionalmente la función que se emplea para caracterizar la trans­
misión de la luz a través del sistema óptico no es la función de apodización, 
P (# ) , definida sobre la esfera de referencia. Se suele usar, en cambio, la 
transmitancia de la pupila del sistema, p (p ) ,  en términos de la coordena­
da radial normalizada P = rp/r masi sobre el plano de la pupila, siendo la 
extensión radial máxima de la misma. Como ya se ha comentado anterior­
mente, los dos casos más comunes son los sistemas diseñados para cum­
plir la condición del seno o los sistemas que satisfacen la condición de 
Herschel. En el primero de los casos, la ley de transferencia desde el plano 
de la pupila hasta la función de apodización viene dada por
mientras que para los sistemas que cumplen la condición de Herschel se 
tiene
sin#
P = ~ —  sin a (2.33)
(#) = p (p )  Veos#,
(2.34)
p'H\ e ) = p { p ) .
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2.4. El fenómeno de despolarización
Cuando un campo de luz colimado y linealmente polarizado es focali­
zado a través de un objetivo de apertura numérica alta, se generan compo­
nentes perpendiculares a la polarización inicial. Debido a la dependencia 
con el ángulo y/ estas componentes no tienen simetría de revolución [Dorn 
et al. 2003]. Para ilustrar la importancia del fenómeno, conocido como des­
polarización, en la Fig. 2.6 hemos representado la distribución de ¡radian­
cia normalizada en el volumen focal correspondiente a las componentes de 
polarización. Para el cálculo hemos considerado dos objetivos de apertura 
numérica baja y alta (A N  = 0.3 y 1.2). Para cada componente de polariza­
ción hemos seleccionado el plano meridional para el cual su amplitud es 
máxima.
Nótese que cuando la apertura numérica es alta, la componente Ez es 
significativa. En cambio, para aperturas numéricas bajas, los valores máxi­
mos de las componentes E y Ez no superan el 1% y se puede describir el 
proceso de focalización sin tener en cuenta el estado de polarización del 
haz incidente.
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zx















Coordenada axial normalizada: zN
Fig. 2 .6. Efecto de despolarización sobre una onda linealm ente pola­
rizada en la dirección x. (a), (b) y (c) Com ponentes |Ex(r,z\i// = 0 ) |2 , 
|£  (r,z\i//  =  z r /4 ) |” , \Ez (r,z\y/ = 0 ) | ‘ a través de un objetivo de  
AN =  0 .3 0 . (d), (e) y (f) Idem para un objetivo de AN =  1 .20 .
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Este fenómeno de despolarización es mucho más intenso cuando se 
hace uso de diafragmas de apertura en forma de corona circular [Bahlmann 
y Hell 2000; Chon et al. 2002; Dorn et al. 2003; Ganic et al. 2003]. Estas 
aperturas, comúnmente llamadas pupilas anulares, se suelen usar en un 
contexto escalar para aumentar la resolución transversal del sistema [Blan­
ca et al. 2001; Gu et al. 1994; Martínez-Corral et al. 2002b]. Sin embargo, 
cuando se ilumina el objetivo con un haz polarizado, estas aberturas dejan 
pasar sólo los rayos más exteriores que son, precisamente, los más pro­
pensos a la despolarización. Este resultado ha permitido asentar la idea de 
que los filtros anulares no son útiles bajo iluminación polarizada. Sin em­
bargo, nosotros hemos demostrado que es posible diseñar una familia de 
filtros anulares, conocidos como filtros de tres anillos (3R, de la nomencla­
tura anglosajona three rings filters), que permiten aumentar el confinamien­
to de la respuesta unidad [Martínez-Corral et al. 2003b], sin que ello conlle­
ve un incremento de despolarización [Martínez-Corral et al. 2004].
En la Fig. 2.7 mostramos la forma de un elemento de esta familia de 
filtros. El círculo interior y la corona más externa tienen la misma área. Para 
entender mejor el comportamiento axial de estos filtros podemos recurrir a 
la analogía con la experiencia de Young. La zona central y la corona exte­
rior generan un patrón interferencial en el que el estrechamiento del lóbulo 
central y la altura de los laterales aumentan a medida que el área de dichas 
zonas disminuye. El anillo intermedio proporciona una distribución de inten­
sidades en forma de seno cociente, que contribuirá, principalmente, a resal­
tar el lóbulo central de la distribución anterior. La suma de ambos efectos 
da lugar a un patrón axial donde se puede conseguir un estrechamiento del 
lóbulo central, respecto al patrón generado por la pupila circular, y donde,
29
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además, la altura de éste esté fuertemente resaltada respecto a la de los 
laterales.
Fig. 2 .7 . Filtro 3R  con los siguientes radios para los anillos: rx =  0 .6 1 , 
r2 = 0 .73 , r3 =  0 .8 1 , r4 =  0 .89  y r5 =  1 .0 .
Además, estos filtros tienen la habilidad de no provocar un aumento de 
la despolarización, ya que la despolarización debida al anillo más exterior 
es compensada por la parte del frente de ondas que incide sobre la zona 
central del filtro.
Para demostrar la utilidad de estos filtros, en la Fig. 2.8 se han repeti­
do los mismos cálculos mostrados en la Fig. 2.6, para el objetivo de apertu­
ra numérica alta, pero donde ahora la pupila circular se ha sustituido por el 
filtro 3R mostrado en la Fig. 2.7.
3 0













- 3 - 2 - 1 0  I 2 3
Coordenada axial normalizada: zN
Fig. 2 .8. Distribución de irradiancia normalizada en la región focal de  
un objetivo con AN =  1.2 en agua para el filtro 3R, cuando el haz in­
cidente es plano, monocromático y linealmente polarizado en la direc­
ción (a) \Ex (r2,z2',y/ = 0 ) |2, (b) \Ey (r2,z2;y/ = ; r /4 ) |2 , (c)
\Ez ( r 2,z 2; t /  =  0 ) | \
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La luz a la salida del filtro 3R es del 70.3%. Nótese, a partir de la 
Fig. 2.8, que el uso del filtro 3R produce una reducción del 14% de la an­
chura axial en el lóbulo central de la distribución de intensidad focal. Ade­
más, los picos de intensidad para las componentes polarizadas en la direc­
ción y  y z son inferiores a los producidos en el caso análogo con la pupila 
circular, es decir, el uso del filtro 3R propuesto disminuye ligeramente el 
efecto de despolarización.
En definitiva, los filtros de tres anillos pueden emplearse efectivamente 
para mejorar la resolución axial en los sistemas formadores de imágenes.
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Capitulo 3
Efecto de la aberración esférica en sistemas con 
apertura numérica alta
Uno de los objetivos de la bio-fotónica es el desarrollo de dispositivos 
que permitan obtener, por medios no invasivos, imágenes de alta resolu­
ción y contraste de micro/nano organismos como bacterias, virus y otros 
marcadores biológicos. Para la obtención de estas imágenes se suelen 
utilizar diversos tipos de microscopios de barrido. Estos sistemas propor­
cionan imágenes 3D de alto contraste debido a las ventajas de utilizar una 
iluminación altamente inhomogénea, obtenida al concentrar sobre el punto 
de muestreo la luz monocromática focalizada por un objetivo de microsco­
pio de apertura numérica alta. Nótese que en estos dispositivos la muestra 
biológica suele estar sumergida en un líquido cuyo índice de refracción es 
próximo al de la muestra, pero muy diferente al del líquido de inmersión. 
Por ello, el estudio de un sistema que focaliza a través de un medio estrati­
ficado con distintos índices de refracción es de especial interés.
En este proceso de focalización se produce una fuerte distorsión del 
frente de ondas, originalmente esférico. La magnitud de esta distorsión 
depende de la profundidad de la focalización, de la apertura numérica del
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objetivo focalizador y de los índices de refracción que separan las interfa- 
ses. Es de gran interés práctico estudiar la posibilidad de corregir dichas 
aberraciones ya que pueden afectar fuertemente a la calidad de la imagen 
en sistemas de microscopía.
A lo largo del capítulo veremos que cuando un sistema de apertura 
numérica alta focaliza a través de una o varias interfases perpendiculares al 
eje óptico, la aberración resultante es exclusivamente esférica al igual que 
en el caso donde el objetivo trabaja con una longitud de tubo que no es la 
de diseño [Sheppard y Cogswell 1991; Tórók et al. 1995a]. Una vez obteni­
da una expresión analítica para dicha función de aberración, realizamos 
algunos desarrollos matemáticos que facilitan el estudio del comportamien­
to axial. Finalmente, analizamos el efecto de la inserción de determinados 
elementos conformadores en el diafragma de apertura del sistema.
Cabe señalar que en este estudio, no tendremos en cuenta el carácter 
vectorial del campo. Esta suposición es correcta para ángulos de conver­
gencia inferiores a 45° [Wilson y Sheppard 1984]. No obstante, incluso para 
un objetivo de microscopio de AN = 1.4, los efectos vectoriales no alteran 
apreciablemente la forma de la distribución tridimensional del campo lumi­
noso [Day y Gu 1998].
3.1. Aberración introducida por un medio estratificado
Consideremos la situación general que se muestra en la Fig. 3.1, en la 
que la onda esférica que emerge de un objetivo de microscopio focaliza a 
través de un medio de índice de refracción estratificado. Las interfases del 
medio estratificado son normales al eje óptico, están situadas en los planos
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z = - d x, - d 2, . . . , - d N_x y separan regiones dieléctricas con índices de re­
fracción nx,n2,... ,nN , respectivamente.
En los próximos apartados deduciremos la expresión de la aberración 
esférica inducida al focalizar en un medio estratificado con una, dos o N  
interfases.
Fig. 3 .1 . Esquem a de focalización de la luz a través de un medio es ­
tratificado.
3.1.1. Medio con una inferíase
Para evaluar las distorsiones de fase hacemos uso de la interpretación 
de Debye, que reconstruye el campo en el volumen focal como una super­
posición de ondas planas. Cada una de estas ondas planas se refracta en 
la interfase obedeciendo la ley de Snell nxs\n9x = n 2sm62. El campo resul­
tante se reconstruye mediante la superposición de las ondas planas refrac­
tadas. En la Fig. 3.2 hemos representado una de las ondas planas median­
te el rayo normal al frente de ondas.
35
Diseño de técnicas de inmunización contra la aberración esférica
C
Fig. 3 .2. G eom etría  focalizadora para una interfase.
El retardo de fase sufrido por este rayo arbitrario es proporcional a la 
diferencia de camino óptico [Booth etal. 1998]
» r W )  =  j [ « A W ) - V i ( < ' . ) ] -  (3-1)
Teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas entre los ángulos 
involucrados en la focalización, podemos reescribir la expresión anterior 
expresando dichas longitudes en términos de las cantidades angulares 
correspondientes, de tal forma que
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Finalmente, teniendo en cuenta la ley de Snell obtenemos
W(Ox\dx} = — dx (n2 cos02 - n x eos#,) . (3.3)
A
Como la función de aberración depende únicamente de la coordenada 
axial dx y del ángulo 6X, está claro que describe una aberración esférica.
3.1.2. Medio con dos interfases
Abordemos ahora el caso en que el frente de ondas emergente del ob­
jetivo focaliza a través de dos interfases que separan tres medios homogé­
neos de índice de refracción diferente. El esquema de esta situación parti­
cular se muestra en la Fig. 3.3.
Fig. 3 .3. G eom etría  focalizadora para dos interfases.
En este caso, puede demostrarse que la aberración total se halla reali­
zando la suma de la aberración introducida por cada una de las interfases. 
Por tanto, tenemos
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W(0];dl ,d2) = 1
A (3-4)
x[ ^ i ( ^ 2 C 0 S ^ 2 ~ rh cos01) + d2(n3 eos03 -H jco s fl,)].
El caso en que =n¡ corresponde a la aberración esférica introduci­
da por una lámina dieléctrica, de espesor t e índice de refracción n2, in­
mersa en un medio de índice i \ . A partir de la Ec. (3.4) obtenemos
donde t = dl - d 2. Esta ecuación es similar a la Ec. (3.3) y por tanto corres­
ponde también a una aberración esférica. La diferencia entre ambas 
situaciones radica en que ahora la magnitud de la aberración no depende 
de la profundidad de focalización, sino del espesor de la lámina dieléctrica.
Para el caso particular en el que el índice de refracción de la lámina 




siendo An = n2 -  . En este caso
6 Para objetivos de apertura numérica alta debe satisfacerse An/nx < 0.05 , obteniendo así un 
error relativo inferior al 5% .
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3.1.3. Medio con N-1 interfases
Para calcular el caso más general, en el que el frente esférico emer­
gente del objetivo focaliza a través de N  -1  interfases, hacemos uso de la 
propiedad, utilizada en el apartado anterior, de que la aberración total se 
calcula como la suma de las aberraciones introducidas por cada una de las 
interfases [Tórók y Varga 1997]. Así obtenemos
Como las sucesivas refracciones se producen de acuerdo con la ley de 
Snell, esta función de aberración está determinada por el ángulo 0X y por 
tanto describe una aberración esférica.
3.2. Aberración introducida por variaciones en la longitud de tubo
La aberración esférica puede producirse también en aquellas situacio­
nes en las que el objetivo de microscopio no trabaja con la longitud de tubo 
para la que está diseñado. Para analizar esta situación consideremos un 
sistema telecéntrico como el que se ilustra en la Fig. 3.4. Para evaluar la 
aberración inducida cuando el microscopio enfoca a un plano separado una 
distancia Af  del foco objeto del objetivo, basta con calcular, para cada 
ángulo de incidencia 6X la diferencia de camino óptico «,/z, - n 2h2, esto es
W (0l ;d],d2id3...) = ~ Y Jdi (ni+x eos 0M -n ,  eos 6»). (3.8)
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WLr (0,; A /)  = (0,) -  «2^ 2 i 6']) ] = C0S<91 “  "2A/¿ COS02) . (3.9)
/ t/
Fig. 3 .4. Esquem a de un sistem a telecéntrico trabajando con diferen­
tes longitudes de tubo.
Teniendo en cuenta que el aumento lateral
m  =  - ¿ l = s íb0 '
f  sin 02
(3.10)
tenemos que
COS0, =  |1 -
f  sin0, V  . \ (  sin0,
M " 1 _ 2 M
(3.11)
donde se ha tenido en cuenta que siempre que el objetivo tenga apertura 
numérica alta sin#, « M  . Sustituyendo la Ec. (3.11) en la Ec. (3.9) obte­
nemos
wlT(e:M ) = j «o2 M ‘■Af] sin20, - n2AfL + nxA f eos0, (3.12)
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También para este caso, la función de aberración depende únicamente del 
ángulo azimutal 6X y por tanto, está describiendo una aberración esférica. 
Nótese que los dos últimos términos de la Ec. (3.12) hacen referencia a un 
término de fase constante y otro de desenfoque, respectivamente.
En el caso en el que esta distorsión de fase tenga signo opuesto a la 
aberración esférica inducida por un medio estratificado, el efecto neto de 
ambas fuentes de aberración puede dar lugar a la compensación de la abe­
rración esférica [Ke y Gu 1998; Sheppard y Gu 1991; Sheppard y Gu 1992; 
Sheppard et al. 1994; Reihani etal. 2006],
3.3. Desarrollo en serie de la función de aberración: aberración esféri­
ca primaria
A continuación vamos a realizar una expansión en serie de potencias 
de la función de aberración en términos de s = s in (^ /2 ) . Este desarrollo 
permitirá reconocer fácilmente un efecto de desenfoque, ya que aparece un 
término en s2 [Sheppard y Cogswell 1991; Sheppard 1995], o los diferentes 
órdenes de aberración esférica.
3.3.1. Medio estratificado
Abordemos en primer lugar el caso de una lámina dieléctrica de índice 
de refracción n2 sumergida en un medio de índice « j. Teniendo en cuenta 
la ley de Snell podemos escribir
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Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (3.5), y realizando un desa­
rrollo en serie de potencias obtenemos
El término en s2 representa exclusivamente el desenfoque introducido por 
la lámina dieléctrica; es decir, da cuenta del cambio en la posición paraxial 
de focalización inducida por la lámina. De ahora en adelante, obviaremos 
este término de desplazamiento axial. El sumando en s* se refiere a la 
aberración esférica primaria (también llamada de cuarto orden), el término 
en s6 a la aberración esférica de sexto orden y, así sucesivamente con los 
términos de orden superior. Esta ecuación también puede ser usada para 
evaluar la aberración generada al focalizar a través de una única interfase. 
Para ello basta con sustituir el parámetro t por la distancia de focalización 
d . Se ha demostrado que las aberraciones esféricas de órdenes superio­
res influyen débilmente en la respuesta axial [Sheppard et al. 1994]. Por 
ello, en los estudios que realicemos en capítulos posteriores nos restringi­
remos a estudiar el efecto de la aberración esférica primaria.
Si se expresa la función de aberración en términos de la variable nor­
malizada sN =s/saiax , donde smax =s in (a /2 ), el coeficiente que acompaña 
a la aberración esférica primaria, s¿ , es
w ( ^ í ) = j t (n2 ~ rh )x
(3.14)
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No se debe olvidar que la definición de aberración esférica primaria 
depende del tipo de desarrollo que se haya llevado a cabo. En este sentido, 
una expansión en términos de j  = sin¿  ^ o de s = \zn6x daría lugar a un 
coeficiente de aberración esférica primaria diferente. Sin embargo, esas 
expansiones no resultan muy convenientes ya que no permiten aislar el 
efecto del desenfoque.
Si aplicamos el mismo procedimiento al caso de focalización a través 
de un medio estratificado con dos interfases y tres medios de diferente 
índice de refracción, obtenemos
w40
(d, ~ d 2)(n l -w,2) | rf2(«,2 -« i2) • 4 f a 'sin —
U J
(3.16)
De forma análoga puede llevarse a cabo este desarrollo para un nú­
mero arbitrario de interfases.
3.3.2. Variaciones en la longitud de tubo
También en el caso de la aberración esférica inducida por cambio de 
la longitud de tubo, se puede realizar una expansión de la función de abe­
rración en términos de s = sm(0x/2 ). Para ello, introducimos las identida­
des
eos#, = 1 -2 s2 , 
sin 6X = 2 sy /l-s 2,
(3.17)
en la Ec. (3.12), obteniéndose
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WLT{ei ^ f )  = j [ { n tlS f - r h&fL) + 2Af(rh - n í)s2-2 n 1b f s i '\, (3.18)
donde se ha tenido en cuenta que el aumento axial es M 2 = A fL/ A f . Nó­
tese que las variaciones en la longitud de tubo inducen sólo aberración 
esférica primaría y desenfoque. Además, éste último se anula en el caso 
particular de considerar «j = n2.
El coeficiente de aberración esférica primaría viene dado por
Es directo generalizar los resultados obtenidos en este apartado para 
el caso en que estén presentes ambas fuentes de aberración esférica, tanto 
la inducida por un medio estratificado como la producida por un objetivo 
trabajando con una longitud de tubo diferente a la de diseño. Para ello bas­
ta con sumar los correspondientes coeficientes de aberración esférica. De 
forma compacta, la aberración esférica primaría puede escribirse de la for­
ma
donde el coeficiente w4Q tendrá distintas expresiones dependiendo del 
caso que se esté estudiando.
® A E  ( A  )  “  ^ '7ÜWAO f  \  >
• 4  U
(3.20)
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3.4. Distribución focal de amplitudes con aberración esférica
La imagen tridimensional de un sistema puede verse fuertemente de­
gradada debido a la aberración esférica inducida en el proceso de focaliza­
ción. Nosotros centraremos nuestro estudio en la aberración esférica indu­
cida en un medio estratificado por ser un problema de enorme importancia 
en microscopía, especialmente en el campo de la biología.
3.4.1. Sistemas con apertura numérica alta
Para incorporar los efectos de la aberración esférica a la formulación 
desarrollada en el Capítulo 2, que describe el proceso de formación de 
imágenes en un microscopio, basta con añadir el correspondiente término 
de fase a la Ec. (2.18); esto es
Como ejemplo para ilustrar el impacto de la aberración esférica inducida 
por un medio estratificado en la Fig. 3.5 hemos representado, en sección 
meridional, el módulo al cuadrado de la Ec. (3.21). Para los cálculos hemos 
considerado los siguientes parámetros A = 633nm, AN  = 1.4, «,=1.52 
(aceite), «2=1.33 (agua). Las distancias de focalización d = 0, 10.1 ¿im , 
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esférica: w40 = 0 , - 1 , - 2 , - 3 .  Esta figura muestra claramente la fuerte in­
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Fig. 3.5. Evaluación numérica de la distribución de intensidad en la 
región focal para w40 = 0, - 1 ,  -  2 y - 3  con pupila circular.
A pesar de que la Ec. (3.21) es una fórmula bastante compacta, es di­
fícil extraer de ella información que permita, de manera intuitiva, la genera­
ción de técnicas para la reducción del impacto de la aberración esférica. 
Por ello, preferimos trabajar con una fórmula más simple, que proporciona 
sólo información parcial del fenómeno, pero que constituye una buena 
herramienta para abordar el diseño de nuevas estrategias de compensa­
ción de la aberración esférica. Con este fin, particularizamos la Ec. (3.21) 
para los puntos del eje óptico, y llevamos a cabo la transformación
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f, COS 0  COS (X „  _ /  /A  r \ r \ \4 = --------------- :— + 0.5; q(Z) = P (0 ) ,  (3.22)
cosa-1
obteniendo
f x /2 ;r (l-c o s a )
K ° * Z^ WAo) = --------- * “ 7 ------------ ¿ X
(323)
x  J q(^)exp(i2^w40^ 2)exp[- i2^(zN - w 40) ^ ] d 4 .
-0.5
El módulo al cuadrado de esta expresión se muestra, para el caso es­
tándar de un objetivo con pupila circular, en la Fig. 3.6 para diferentes valo­
res del coeficiente de aberración esférica.
La integral de la Ec. (3.23) es la transformada de Fourier 1D de la fun­
ción ^ (^ ;w 40) = ^ (^)exp(/2^w 40^ 2) . A esta función #(£;w40) la denomi­
namos función pupila generalizada ya que incluye las modificaciones del 
frente de ondas inducidas tanto por la propia función pupila como por la 
focalización a través del medio estratificado. Dicha transformada, en térmi­
nos de zN, aparece desplazada en una cantidad dada precisamente por el 
valor del coeficiente de aberración esférica w^ . En algunos casos, repre­
sentaremos estas distribuciones axiales en términos de la variable 
z'N = z N- w 4o , que denominamos coordenada axial reducida.
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Fig. 3.6. Distribución de intensidad axial con w40= 0 ,  - 1 ,  - 2  y - 3  
para la pupila circular.
3.4.2. A p ro x im a c ió n  pa rax ia l
El formalismo que hemos presentado es válido para valores arbitrarios 
de la apertura numérica. Analizamos ahora más detenidamente el caso 
paraxial. En estas condiciones, donde los ángulos de apertura son peque­
ños, podemos realizar las aproximaciones
(3.24)
r
sin 6 » 0 = — .
/
48
3. Efecto de la aberración esférica en sistemas con apertura numérica alta
Introduciendo estas aproximaciones en la Ec. (3.21) podemos obtener 
la distribución tridimensional de amplitudes del campo eléctrico en la región 
focal dentro del régimen paraxial
donde se ha introducido el subíndice p  para indicar la aproximación pa­
raxial y
que junto con w40p son los nuevos parámetros aproximados de acuerdo 
con los criterios paraxiales. Nótese que, cuando introducimos estas condi­
ciones en la función de aberración conseguimos una dependencia para la 
misma en p 4, lo que es bien conocido como aberración esférica primaria 
[Mahajan 1991] y de ahí el nombre que le dimos cuando trabajábamos en 
apertura numérica alta. Como era de esperar, la Ec. (3.25) coincide con la 
obtenida directamente de las ecuaciones de difracción de Fresnel, válidas 
exclusivamente en el régimen paraxial [Bom y Wolf 1999].
(3.26)
&SA.P = 2™m,PP '  >
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Nuevamente, podemos particularizar al caso axial y, tras aplicar el 
cambio de variable




= f  4 (£) exp ) exp [ - i2 x  (zNp -  w,0p) f \  d%,
-0.5
donde se han omitido algunos factores constantes. Esta expresión es aná­
loga a la Ec. (3.23) y se ha obtenido tras aplicar la versión paraxial del 
cambio de variable de la Ec. (3.22).
En definitiva, el comportamiento axial de un sistema focalizador a tra­
vés de un medio estratificado viene regido por la misma integral, tanto en 
régimen paraxial como en apertura numérica alta. Aún así, no hay que olvi­
dar que para una misma función pupila proyectada q(£), la función pupila 
real p (p ) ,  es distinta en función de la apertura numérica del sistema y, en 
el caso de sistemas con valores altos de la misma, de las condiciones que 
determinan la inclinación de los rayos.
3.5. Analogía entre aberración esférica y difracción 1D
Un resultado similar a la distribución de intensidad axial con aberración 
esférica, Ec. (3.23), podemos encontrarlo en el estudio de un sistema foca­
lizador 1D. Consideremos el sistema focalizador que se ilustra en la
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Fig. 3.7, donde una onda plana y monocromática ilumina una lente cilindri­
ca. Una rendija, que actúa de diafragma de apertura, se sitúa en ei piano 
focal objeto de la misma. Es trivial deducir que la distribución de amplitudes 
en el plano focal imagen de la lente se relaciona con la distribución de am­
plitudes en el plano focal objeto mediante una transformada de Fourier 
[Goodman 1996]. Expresado en términos matemáticos
Fig. 3.7. Patrones de difracción 1D obtenidos al focalizar mediante 
una lente cilindrica la luz procedente de una rendija.
La distribución de amplitud en planos desenfocados vendrá dada por 
la convolución entre w(x;0) y la respuesta impulsional en el espacio libre,
(3.29)
Onda plana medente Rendija:/ * >„) Lente cilindrica
es decir
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donde se han omitido algunos factores constantes. Expresando la convolu- 
ción en su forma integral obtenemos
0.5
u(x ;z)=  f  p  (x0) exp (i27twx20x ] ) exp
-0.5
-/■2/zA■xxn dx0 , (3.31)
donde hemos definido el coeficiente de desenfoque 1D como
(3-32)
siendo A la anchura de la rendija.
Es fácil comprobar que el coeficiente de desenfoque 1D, w¡0, desem­
peña en la Ec. (3.31) la misma función que el coeficiente de aberración 
esférica ww en la Ec. (3.23). Los patrones mostrados en las Figs. 3.6 y 3.7 
son similares, con la única diferencia de que en el caso de la aberración 
esférica, el perfil no es simétrico debido a que hemos considerado que el 
sistema satisface la condición del seno.
De esta manera, podemos concluir que la distribución de intensidad 
axial de un sistema focalizador de apertura numérica alta, con cierta canti­
dad de aberración esférica inducida, es igual a la distribución de intensidad 
transversal obtenida a una cierta distancia z del plano focal imagen en un 
experimento de focalización 1D.
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3.6. Análisis de la sensibilidad a la aberración esférica de algunas pu­
pilas
La búsqueda de estrategias para reducir la aberración esférica en los 
diferentes sistemas ópticos ha atraído interés creciente en los últimos años. 
Entre ellas se encuentra la posibilidad de corregir dichas distorsiones de 
fase mediante alteraciones en la longitud de tubo del objetivo de microsco­
pio, como ya hemos comentado anteriormente, o mediante un anillo de 
corrección que llevan incorporados algunos objetivos. Dicho anillo permite 
reajustar la posición interna de los distintos elementos para compensar las 
distorsiones de fase. Cabe señalar, que la aberración esférica, dada por la 
Ec. (3.20) depende, en la mayor parte de situaciones, de la profundidad de 
focalización sobre la muestra, a través del coeficiente w ^ . Por ello, estas 
técnicas no proporcionan una corrección dinámica de la aberración esférica 
que se induce durante el proceso de barrido en un sistema de microscopía. 
Nosotros nos centramos en otra técnica basada en el empleo de filtros pu- 
pilares los cuales, con una mínima modificación de la arquitectura óptica, 
permiten una reducción considerable de los efectos de la aberración esféri­
ca para todo el grosor de la muestra.
A continuación analizamos la sensibilidad a la aberración esférica de 
diferentes filtros pupilares.
3.6.1. Pupila gaussiana invertida
En el régimen paraxial, una pupila de transmitancia gaussiana propor­
ciona un volumen focal cuya forma y posición cambia lentamente con la 
aberración esférica [Mills y Thompson 1986]. Nótese, sin embargo, que una
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pupila gaussiana no es una solución realista para el problema de aberra­
ción esférica ya que, con este tipo de pupilas se produce una reducción de
Con todo ello, para aprovechar las ventajas de las pupilas gaussianas, 
aunque evitando la disminución en la apertura numérica del sistema, hare­
mos uso de la Ec. (3.23) así como del concepto de invarianza axial para 
filtros pupilares llevado a cabo por Campos et al. [2000]. En este trabajo, 
los autores establecen las condiciones que deben satisfacer los filtros para 
producir una respuesta axial idéntica.
En primer lugar, consideremos una función pupila de transmitancia en 
amplitud gaussiana, que expresada en términos del ángulo 6 queda de la 
forma
siendo Ico la anchura de la función en el punto \ ¡e .
Aplicando el cambio de variable descrito por la Ec. (3.22) a esta fun­
ción pupila, podemos definir
la apertura numérica efectiva del objetivo de microscopio [Sheppard et al.
1994],
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Nótese que en este cambio de variable no hemos incluido el factor y/eos6 
procedente de la condición del seno. Finalmente construimos una función 
pupila de idéntica respuesta axial aunque con opuesta respuesta transver­
sal tal que
Q ( e ) = Q ( - í ) . (3.35)
de tal forma que el filtro gaussiano invertido vendrá dado por la función 
t ( p ) ,  ver Fig. 3.8, que resulta de deshacer el cambio de variable descrito 
por la Ec. (3.22) en Q ( £ ) ,
t ( p )  = e \  p
1 -






0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Fig. 3.8. ( a )  Transm itancia en amplitud del filtro gaussiano invertido;
(b) Representación en niveles de gris.
En la Fig. 3.9 se muestra la distribución de intensidad axial de un sis­
tema focalizador, de AN = 1.4 en aceite, para una pupila gaussiana inverti­
da con diferentes cantidades del coeficiente de aberración esférica.
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Fig. 3.9. Distribución de intensidad axial con w4() =  0, - 1 ,  -  2 y -  3 
para la pupila gaussiana invertida. Hem os considerado co =  0 .6 5 .
Comparando la Fig. 3.9 con la Fig. 3.6, comprobamos que el filtro gaussia­
no invertido reduce la degradación de la distribución de intensidad axial al ir 
incrementando la aberración esférica en comparación con la pupila circular 
[Escobar et al. 2006]. Naturalmente, el comportamiento de un sistema foca­
lizador de apertura numérica alta debería ser evaluado no sólo en términos 
de su comportamiento axial, sino también habría que tener en cuenta la 
distribución de intensidad transversal del mismo. Dicho comportamiento se 
ilustra en la Fig. 3.10 en los planos de mejor foco, es decir, en aquellos 
planos para los que la irradiancia axial es máxima.
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0 4
• 3  OJi
04
0 1 0
Coordenada radial normalizada: rs
Fig. 3.10. Distribución de intensidad transversal con h»40 = 0, -1  , -2  
y -3  para ( - )  pupila circular y ( - )  filtro gaussiano invertido.
Como podemos ver, la aberración esférica apenas afecta las distribu­
ciones de intensidades transversales calculadas en los planos de mejor 
foco. Por tanto, ambos filtros mantienen sus respuestas casi inalteradas al 
ir incrementando el coeficiente de aberración esférica primaria. Para ver 
este efecto de una manera más intuitiva, vamos a llevar a cabo una simula­
ción numérica, tanto para la pupila circular como para el filtro gaussiano 
invertido, sobre la imagen, en el plano de mejor foco, de un test radial es­
tándar como el que se muestra en la Fig. 3.11. Este objeto es empleado 
frecuentemente ya que representa una distribución radial de frecuencias 
espaciales que crecen linealmente desde el borde hasta el centro del test. 
Las regiones anulares que son resueltas por el sistema representan las 
frecuencias que éste deja pasar a la imagen.
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Fig. 3.11. Test radial estándar.
Así pues, en la Fig. 3.12 se presentan los resultados numéricos co­
rrespondientes a las imágenes obtenidas para los correspondientes planos 
de mejor foco con el filtro gaussiano invertido y la pupila circular. De todo 
esto podemos deducir que la aberración esférica inducida en un medio 
estratificado es de gran importancia exclusivamente en la dirección axial. 
Siempre que sea posible hacer coincidir el plano imagen con el de mejor 
foco, las modificaciones que puede sufrir la distribución de intensidad 
transversal con el incremento de aberración esférica son apenas percepti­
bles.
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P. CIRCULAR F. GAUS. INV.
Fig. 3.12. Simulación numérica de formación de imágenes con objeto 
2D para la pupila circular y el filtro gaussiano invertido.
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Sin embargo, en formación de imágenes con objetos tridimensionales, 
los efectos de estas distorsiones de fase afectarán enormemente a la cali­
dad de la imagen final, debido al enorme deterioro de la respuesta axial del 
sistema. A continuación llevamos a cabo una simulación numérica, tanto 
para la pupila circular como para el filtro gaussiano invertido, de formación 
de imágenes con un objeto tridimensional. En nuestra simulación utilizamos 
un objeto 3D muy simple, ya que está compuesto por dos pantallas planas. 
En particular escogemos el test radial empleado anteriormente, y un test 
circular al estilo de una placa zonal de Fresnel. Las dos pantallas se dispo­
nen perpendiculares al eje óptico y separadas una distancia Az = 2.2/jm, 
ver Fig. 3.13.
Fig. 3.13. Esquematización de un objeto tridimensional.
En la Fig. 3.14 se muestran los resultados numéricos, en los que las 
imágenes se construyen como la suma incoherente de las imágenes de las 
pantallas. En nuestro cálculo seleccionamos como plano imagen el plano 
de mejor foco correspondiente al test radial.
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P. CIRCULAR F. GAUS. INV.
Fig. 3.14. Simulación numérica de formación de imágenes con objeto 
3D para la pupila circular y el filtro gaussiano invertido.
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Como podemos observar, las imágenes obtenidas con el filtro gaus- 
siano invertido son más resistentes a la aberración esférica ya que la per­
turbación procedente del test circular es mucho menor.
3.6.2. Filtros parabólicos
En este caso, describimos un experimento sencillo, basado de nuevo 
en la analogía descrita previamente entre la aberración esférica y la difrac­
ción 1D, para ilustrar de distinta manera la influencia de la aberración esfé­
rica en los sistemas de microscopía [Escobar et al. 2008]. El esquema del 
dispositivo experimental empleado es el representado en la Fig. 3.15.
Fig. 3.15. Esquema del sistema focalizador 1D empleado.
La luz procedente de una fuente láser de He-Ne, cuya emisión es con­
tinua con A = 632.8nm , es conducida a través de una fibra monomodo 
hasta el eje óptico del montaje. La salida del haz en la fibra será considera­
da como una fuente puntual. Mediante una lente colimadora, f c =200mm, 
el haz ilumina la rendija para ser posteriormente focalizado a través de una
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lente cilindrica, f x = \00mm. Con este dispositivo tomamos imágenes 2D 
correspondientes a los patrones transversales para diferentes posiciones 
axiales, con la ayuda de una cámara CCD (Pulnix TM-765E), específica­
mente para z = 0, - \ c m ,  -2 c m ,  - 3 c m  y -4  cm, lo que, de acuerdo a la 
Ec. (3.32) se corresponde con los coeficientes de desenfoque w*Q = 0, 
0.8, 1.6, 2.4 y 3.2. Debido a la naturaleza unidimensional tanto de la 
rendija como de la lente focalizadora, las imágenes recogidas no deberían 
mostrar cambios a lo largo del eje de ordenadas. Sin embargo, en un expe­
rimento real esto no se satisface ya que los elementos que lo componen 
tienen dimensiones finitas, el campo de iluminación no es exactamente una 
onda plana y además, hay que añadir el ruido inherente asociado al detec­
tor electrónico que es de naturaleza bidimensional.
De esta manera, para maximizar la relación señal-ruido podemos lle­
var a cabo un promedio de las imágenes bidimensionales. En la Fig. 3.16 
se muestran los datos experimentales de las distribuciones de intensidad 
transversal para una rendija clara para diferentes valores de z .
7=0
(w 'M=0 )
7= -3 cmz = - l cm 
(w>,c=0 .8 )
7= -4 cm
fw» =3.2]«  o .:
0.6
0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
Coordenada transversal: x (m m )
Fig. 3.16. Datos experimentales de la distribución de intensidad trans­
versal para la pupila circular en diferentes planos de desenfoque.
Es directo observar, a partir de la figura, la degradación sufrida en los 
patrones unidimensionales a medida que se produce un incremento del
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coeficiente de desenfoque. Al mismo tiempo, esta figura también ilustra la 
importancia de la degradación sufrida por el volumen focal en un sistema 
de apertura numérica alta con cierta cantidad de aberración esférica induci­
da.
Los elementos conformadores de haces además de ser muy fáciles de 
implementar y sencillos de entender conceptualmente, son una herramienta 
muy poderosa en la mejora del poder resolvente e incluso en el aumento de 
la profundidad de foco en los sistemas formadores de imágenes [Dickey y 
Holswade 2000; Jacquinoty Roizen-Dossier 1964],
Para visualizar el comportamiento de un determinado filtro de amplitud, 
p (6 ) , lo que tenemos que construir es una rendija, para ese determinado 
filtro, con transmitancia í(x0) obtenida tras realizar el cambio de variable
sin2 (0 /2)
*0= • 2/ / ^ - Q-5 - i3’37)sin2 (or/2)
A continuación vemos los resultados obtenidos cuando introducimos 
en el montaje descrito en la Fig. 3.15 un filtro diseñado para aumentar la 
profundidad de foco, /] (x0) = 1-4jc2 y otro diseñado para obtener mayor 
resolución axial, t2(xQ) = Axl (ver Fig. 3.17). Estos filtros fueron construi­
dos con película fotográfica de alto contraste (MACO orthochromatic film).
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Fig. 3 .17. Transm itancia de los filtros pupilares bajo estudio (línea su­
perior) y sus filtros 1D equivalentes (a) filtro 1D de profundidad de 
campo; (b) filtro 1D superresolvente axialm ente.
Siguiendo el mismo procedimiento descrito para la rendija clara, obte­
nemos las distribuciones de intensidad transversal correspondientes a los 
coeficientes de desenfoque ^  = 0, 0.8, 1.6, 2.4 y 3.2, las cuales se 
representan en la Fig. 3.18.
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Coordenada transversal: x (mm)
Fig. 3 .18. Datos experim entales de la distribución de intensidad trans­
versal para dos filtros en diferentes planos de desenfoque. La fila su­
perior corresponde al filtro de profundidad de cam po. La fila inferior al 
filtro superresolvente axialmente.
De estas curvas es directo comprender que un filtro superresolvente 
es muy inconveniente en sistemas susceptibles de sufrir aberración esféri­
ca. Por el contrario, los filtros diseñados para aumentar la profundidad de 
campo proporcionan al sistema una mayor robustez tanto para el desenfo­
que como para la aberración esférica.
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Capítulo 4
Variación de parámetros estadísticos espectrales 
bajo distorsiones de fase
El objetivo de este capítulo es el análisis de cómo se transforma el es­
pectro de una función / (x; 0) cuando se somete a ciertas variaciones de 
fase. Centramos nuestro estudio en ciertos parámetros estadísticos que 
caracterizan el espectro de dicha función, como son su anchura o su diver­
gencia. En particular, analizamos el caso en el que / ( * ;  0) se modifica de 
acuerdo con la ley
f ( x ; z )  = f ( x ;  0 )e fi{x)z, (4.1)
donde p ( x ) es una función regular de la variable x, y donde z es el de­
nominado parámetro de evolución de la transformación o, de forma más 
simple, el parámetro de propagación.
Este tipo de variaciones de fase aparecen en una gran variedad de si­
tuaciones físicas diferentes de las analizadas en el capítulo anterior. Por 
ejemplo, este es el tipo de modificación que sufre el espectro de la envol­
vente de un pulso temporal que se propaga en un medio lineal, la transfor­
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mación que experimenta la función de onda de una partícula libre en mecá­
nica cuántica, o la evolución del espectro de un campo escalar en su pro­
pagación libre.
El capítulo queda divido en dos partes. Por un lado, se estudian dichos 
parámetros estadísticos en el caso de funciones continuas en todo su do­
minio. Este formalismo se ha empleado ya como una herramienta muy 
poderosa para caracterizar la propagación de un campo escalar a través de 
sistemas ópticos sin fronteras abruptas [Belanger 1991; Lü etal. 1999; Mar- 
tínez-Herrero etal. 1995b; Serna etal 1991; Siegman 1990; Weber 1992],
En el segundo apartado, presentamos el formalismo adecuado que 
nos permite llevar a cabo el mismo estudio en funciones con discontinuida­
des finitas, que es el caso más común para las situaciones analizadas en el 
Capítulo 3, dado que disponemos de ciertas limitaciones en el tamaño de 
los elementos ópticos que pueden hacer que las pupilas no sean continuas 
en todo su dominio. Este análisis se ha empleado ya para caracterizar el 
comportamiento espacial de campos difractados por aperturas que poseen 
bordes abruptos. Para ello se ha usado una variedad de métodos, tales 
como los momentos de segundo orden generalizados [Martínez-Herrero y 
Mejías 1993], la aproximación asintótica [Belanger et al. 1994; Pare y Be­
langer 1996] y los momentos ponderados basados en la función de distri­
bución de Wigner con ventana [Scholl et al. 1996], entre otros. A lo largo de 
este capítulo, se desarrolla el formalismo de los momentos de segundo 
orden generalizados porque presenta la ventaja de proporcionar expresio­
nes analíticas generales para las leyes de transformación que son similares
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al caso de funciones continuas en todo su dominio [Lü y Luo 2001; Lü y Luo 
2004; Martínez-Herrero et al. 2003].
Finalmente, se realizan las correspondientes analogías entre el forma­
lismo matemático desarrollado y el estudio llevado a cabo en el capítulo 
anterior.
4.1. Funciones continuas
En este apartado nos centramos en funciones 1D continuas en todo su 
dominio. El propósito del mismo es obtener unas leyes de transformación 
que nos permitan, de forma simple, estudiar ciertas características de inte­
rés de las funciones en cuestión, como por ejemplo cómo evoluciona la 
anchura del espectro de la función con el parámetro de propagación. Aun­
que anteriormente hemos comentado que este no es el caso más común 
en la situación que pretendemos estudiar, es interesante analizarlo en pri­
mer lugar porque nos servirá de soporte para el estudio de las funciones 
con discontinuidades finitas.
4.1.1. Definición de parámetros
Sea una función de variable real / ( * )  continua, derivable y de módu­




De acuerdo con el teorema de Fourier, se cumplirá
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f ( x ) =  \ F ( u ) e i23nadu. (43)
—00
Estas expresiones nos relacionan de forma directa dos espacios recí­
procos, el espacial y el de frecuencias espaciales y, por tanto, ambas ecja- 
ciones nos proporcionan la misma información [Gaskill, 1978],
Consideremos ahora algunos parámetros estadísticos de la fundón 
/ ( j c )  . Definimos el momento de orden n para la variable x  (en términos 
del modulo al cuadrado de /  ( j c )  ) mediante la expresión
( * ” )=  J jc " |/(x )|2 dx. (44)
-OO
Podemos realizar ciertas manipulaciones de esta expresión para obte­
ner ^x” } en términos de la transformada de Fourier de / ( j c )  y de sus 
respectivas derivadas. Si desarrollamos explícitamente el módulo al cua­
drado de / ( j c )  y sustituimos la función / *  ( j c )  por la expresión dada al 
hacer el complejo conjugado de la Ec. (4.3), obtenemos
oo oo oo
(x" )=  j x nf ( x ) f * ( x ) d x =  J  j x " f ( x ) F * ( u ) e ~ i2*ux dudx. (4.5)
—aO —00 —00
A partir de la Ec. (4.2) es trivial deducir la expresión
= ] ( - ' 2* * ) " / ( * )  e-‘2m d x , (4.6)
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que permite expresar el momento w-ésimo de la Ec. (4.5) como [Cohén
1995]
(xn) = -----  F '(u )  du . (4.7)
'  1 { -H it ) "  i du*
De igual forma que hemos definido los momentos de orden n en el 
espacio de posiciones mediante la Ec. (4.4), podemos hacerlo para el es­
pacio recíproco, de manera que
ao
(« ")=  ¡u " \F (u ) fd u .  (4.8)
Actuando de modo análogo al análisis en el dominio espacial, podemos 
obtener estos momentos a partir de la expresión [Cohén 1995]
(u*) = — -—  (* )  dx . (4.9)
'  1 ( i l n ) ” l  dx” J K ’
Por último, recordamos la definición de varianza
(x2) (x1)2
° ' = w w '  (410)
que es el momento de segundo orden normalizado referido al centroide o 
centro de gravedad (momento de primer orden normalizado). Éste será un 
parámetro clave a lo largo de este trabajo. A la raíz cuadrada de la varianza
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a menudo se le llama desviación estándar de / ( jc) , y se suele considerar 
como una medida de la anchura de dicha función.
De modo análogo, la varianza en el espacio de frecuencias se define 
mediante la expresión
Nótese que a pesar de que hemos impuesto la condición de continui­
dad y derivabilidad en todo su dominio a la función / (jc) , es posible ex­
tender las definiciones anteriores al caso de funciones continuas no deriva- 
bles haciendo uso de las propiedades de la función generalizada 8  de 
Dirac.
4.1.2. Transformación de momentos espectrales frente a variaciones 
de fase
Consideremos ahora que a una cierta función / ( jc;0) se le aplica una 
variación de fase como la indicada en la Ec. (4.1), de modo que queda 
transformada en la función f ( x ; z ) .  Suponiendo que la función f3(x) pue­
de desarrollarse en serie de McLaurin, podemos expresar
siendo pn=dp/dx\x=Q. Aunque muchos de los resultados que presenta­
mos son válidos para funciones f3(x) generales, por sencillez, y por ajus­
(4.11)
P(x) = / (  0) + f i x  + ^ p 2 x2 +..., (4.12)
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tamos al tipo de variaciones obtenidas en el capítulo anterior, nos centra­
mos en funciones para las que el desarrollo presentado en la Ec. (4.12) se 
extiende sólo hasta segundo orden. Por otro lado, sabemos que el primer 
término del desarrollo nos proporciona una constante global mientras que el 
segundo genera un simple desplazamiento del espectro de la función 
/ ( jc;0) . Para el análisis que nos interesa estos coeficientes son, por tanto, 
irrelevantes y, sin pérdida de generalidad, consideramos
£(<)) = £  = 0, (4.13)
o lo que es lo mismo
(4.14)
El propósito de este apartado es hallar la ecuación de propagación, 
con respecto al parámetro z , de los momentos hasta segundo orden tanto 
en el dominio espacial como en el espectral. En primer lugar, para este tipo 
de variaciones de fase sobre la función / (x;0) es directo deducir que
(jc")x=(jc")o,V»eN , ' (4.15)
donde representa el momento de orden n de la función f ( x \ z ) . Por 
otro lado, en el dominio frecuencial hacemos uso de la Ec. (4.9) teniendo 
en cuenta las Ecs. (4.1), (4.4) y (4.14). En primer lugar, calculamos la evo­
lución del momento de orden cero, es decir, la potencia total en el dominio 
frecuencial. Aplicando el teorema de Parseval, este parámetro es igual
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también a la potencia total de la función / ( x ) , que es invariante frente a 
z . Así pues,
<“ V ( * 0) , = ( * 0H “ 0)„- <4-16>
donde (u"} representa el momento de orden n de la función F (u \z ) .
En segundo lugar, calculamos la evolución del momento de primer or­
den con z , obteniendo en este caso
'  /* 12* i  dx '  > (417)
o ’
donde podemos observar una dependencia lineal con dicho parámetro. Por 
último, escribimos explícitamente la dependencia del momento de segundo 
orden con el parámetro de evolución




/  0 \  /  2 \
\  /O  A * - 2 V /O  ’
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donde vemos que se obtiene una variación cuadrática con el mismo. Es 
directo intuir, a partir de la Ec. (4.9), que (un  ^ es un polinomio de orden n 
con z , ya que d nf(x ;z ) /d x "  también lo es.
Recopilando los resultados obtenidos en esta sección tenemos
<*” } ,= < * ” ). ’ v " e N -
4.1.3. Transformación de la varianza espectral
A continuación, y basándonos en el cálculo realizado en el apartado 
anterior, vamos a proceder a realizar un análisis de la varianza espectral, 
definida mediante la Ec. (4.11), asociada a la función f ( x \z )  y su depen­
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Nótese que en la última expresión se ha aplicado la relación dada por la 
Ec. (4.16). Por otro lado, la ecuación anterior parece indicar que la varianza 
de / ( j c ;  z )  es una función compleja. Sin embargo, y puesto que la desvia­
ción estándar es una función definida real, es necesario que la expresión 
entre corchetes de la ecuación anterior sea imaginaria pura. De esta forma, 
y teniendo en cuenta el producto por el número imaginario i  que multiplica 
a esta expresión, obtenemos una cantidad real. Efectivamente, tal y como 
se comprueba en el Anexo A (primera parte),
donde representa la parte imaginaria. Esta expresión nos indica cómo 
se propaga la desviación estándar asociada a la variable u en función del 
parámetro de evolución z . Como podemos observar, esta función es una 
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A = É ,
4zr2
B =
d f(x \ 0)
dx V W \ -
(4.23)
Para finalizar con este apartado, consideremos el caso de que la fun­
ción /( jc ;0 ) es real. Ahora, el coeficiente B que aparece multiplicando a 
z en la Ec. (4.21), es idénticamente nulo por los razonamientos expuestos 
en el anexo A (segunda parte). En este caso, la ecuación de propagación 
de la desviación estándar asociada a la variable u en función del paráme­
tro de evolución z para una función real, queda de la forma
° ’u(z) = au(0) \ , A2 c f l Q ) /Att2 ct2 (0)
(4.24)
Nótese que ahora lo que tenemos es un comportamiento parabólico 
pero centrado en z = 0. Ésta será la ecuación relevante para cálculos pos­
teriores.
El análisis realizado aquí ha sido presentado en otros contextos con 
anterioridad. Así, por ejemplo, en el anexo B se presentan las analogías de 
este desarrollo con los teoremas de Ehrenfest de la Mecánica Cuántica.
4.2. Funciones con discontinuidades finitas
En apartados anteriores, hemos obtenido una serie de leyes que si­
guen la propagación de los momentos, tanto en el espacio de posiciones 
como en el de frecuencias, en función del parámetro de evolución. Todo el
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desarrollo se ha llevado a cabo considerando funciones continuas en todo 
su dominio. En los apartados sucesivos vamos a abordar el mismo cálculo 
pero con funciones que poseen transiciones abruptas, es decir, con discon­
tinuidades finitas.
4.2.1. Presentación del problema
En muchas ocasiones es necesario hallar parámetros característicos 
de una determinada función o campo empleando el formalismo de los mo­
mentos desarrollado anteriormente. Sin embargo, este procedimiento analí­
tico no es factible cuando consideramos que la función a analizar presente 
fronteras abruptas. Supongamos una función f ( x )  de soporte compacto 
definido en el intervalo [-£>, D \ , continua salvo discontinuidades finitas en 
los extremos de dicho intervalo. Es directo concluir que la función es nece­
sariamente de módulo integrable en todo R . Si tratamos de obtener ahore 
los momentos de esta función en el dominio de frecuencias, nos encontra­
mos con ciertos problemas matemáticos. En particular, cuando intentamos 
calcular el momento de segundo orden (u2  ^ de dicha función obtenemos 
un resultado infinito. Este hecho puede intuirse teniendo en cuenta que la 
derivada de / ( j c )  presentará discontinuidades tipo S de Dirac en los ex­
tremos del intervalo \ -D ,D \,  con área proporcional a la discontinuidad de 
la función original. La segunda derivada de esta función, que es la que se 
relaciona con el momento de segundo orden ^u2) a partir de la aplicación 
de la Ec. (4.9), presentará por tanto una discontinuidad tipo S2 de Dirac, 
cuya área es infinita.
Para verlo más claramente, pongamos un ejemplo sencillo. Imagine­
mos que / ( j c )  es la función rectángulo y, por tanto, F (u )  se corresponde
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con una función seno-cociente. Hallamos el momento de segundo orden, 
(u2) , simplemente aplicando la Ec. (4.8), o lo que es lo mismo, hallar esta 
integral equivale a calcular el área que existe bajo la curva definida por 
M2|ir (w)|2en el intervalo ( - qo , go)  . Como es trivial darse cuenta, dicha área 
es infinita ya que la función a integrar es un seno al cuadrado. En aparta­
dos sucesivos vamos a ver cómo soslayar este problema.
4.2.2. Formalismo de los momentos de segundo orden generalizados
En este apartado analizamos el problema que se presenta por el 
hecho de tener funciones de soporte compacto en un cierto intervalo y con 
discontinuidades finitas en los extremos del mismo mediante el formalismo 
presentado por Martínez-Herrero y Mejías [1993]. Además, en primer lugar 
consideramos que las funciones / ( j c )  satisfacen ^w1) = 0 y ^jc1 ) = 0.
El desarrollo matemático que presentamos a continuación puede re­
sumirse cualitativamente de la siguiente forma. El problema que nos encon­
tramos cuando estamos trabajando con funciones con discontinuidades 
finitas es que el momento de segundo orden {u2  ^ diverge, como ya se ha 
comentado. Para solucionar este problema lo que se plantea es sustituir la 
integración en toda la recta real en la Ec. (4.9) por una integral cuyos lími­
tes se corresponden con el soporte de la función / ( j c )  . Sin embargo, de 
esta forma, no tenemos en cuenta la contribución (infinita) de la disconti­
nuidad de esta función. Para solventar este problema, añadimos un su­
mando finito que trata de acotar la aportación de esta discontinuidad al 
cálculo del área que hay bajo la curva u2 |^(w)|2 • De este modo obtenemos 
un momento de segundo orden generalizado en el dominio de frecuencias, 
(u2)g • Nótese que para que este razonamiento sea útil debe permitir com­
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parar diferentes funciones f ( x )  en condiciones equivalentes, con lo que la 
acotación de la aportación de las discontinuidades tiene que realizarse bajo 
unas condiciones matemáticas precisas. Adicionalmente, resulta especial­
mente interesante que estos parámetros generalizados presenten fórmulas 
de propagación similares a las obtenidas para funciones continuas en las 
secciones previas.
Basándonos en este razonamiento, proponemos la siguiente definiciói 
para los momentos de segundo orden generalizados en el dominio de fre­
cuencias [Martínez-Herrero y Mejías 1993]
siendo x~x = n 2D  y donde se ha tenido en cuenta el resultado de la 
Ec. (C.4) del Anexo C. De acuerdo con esta ecuación, queda claro que d 
primer sumando de la Ec. (4.25) corresponde a la contribución de la zona 
del soporte donde la función es continua. El segundo sumando, por tantq 
pretende dar cuenta de la aportación de las discontinuidades. Para ver é 
comportamiento de la ecuación anterior, consideraremos algunos ejemplo* 
representativos.
Tomemos, en primer lugar, una función continua en todo su dominio, lo 
que podemos expresar matemáticamente tomando D  - *  oo, o bien consi­
derando / (Z>) = 0. Es directo comprobar que en este caso el resultado de 
la Ec. (4.25) coincide con el obtenido a partir de la definición convencioná
de (u2^ .
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En segundo lugar, consideremos el caso en el que la función 
/  ( j c )  = c te *0  en todo su soporte. Matemáticamente,
f ( x) = f { D ) rect . (4-26)v 2 . U
siendo rect la función rectángulo. La transformada de Fourier de esta fun­
ción se corresponde con
F (u ) = 2D f ( D )  sinc(2Du) , (4.27)
siendo sinc la función seno-cociente. En este caso, el primer término de la 
Ec. (4.25) se anula y sólo queda la contribución de las discontinuidades de 
la función / ( x ) . Para evaluar con detalle esta aportación, calculemos el 
momento de segundo orden generalizado (w2)G,
( h2) = ¿ M _ .  (4.28)\  /c
Recordemos que este valor trata de acotar el área que hay bajo la curva 
u2\ F ( u f  en toda la recta real. El valor finito así estimado puede asociarse 
a un límite finito de la integración de dicha curva. Efectivamente, en este 
caso, si integramos sólo entre los ceros de orden m de la función |^ (« )|2 
obtenemos
m /2D
f  u y ( u f d u  = m^ - ,  (4.29)
—m/2D D
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de modo que tomando m = 4 se recupera el valor dado en la Ec. (4.28). Er 
resumen, en este caso particular el valor dado por la Ec. (4.25) equivale í 
integrar la función u 2\F(uJ2 entre los ceros de orden -4  y 4 de |^(m)|2 
En esta región se encuentra contenida más del 75% del área total de esti 
última función. Nótese que este razonamiento puede extenderse a cual 
quier / ( j c )  . Basta igualar el resultado dado por la Ec. (4.25) y la integrd 
definida de la función u 2\F (u )f  entre unos límites, que en general, de 
penderán de la función concreta considerada. Así, podremos expresar
\ A F (uí J <4 30)
Aunque, como ya hemos dicho, el valor de af  depende de la funciór 
considerada, es posible probar que con la definición dada en la Ec. (4.25 
se integra m2| f ( i / ) |2 en un intervalo que incluye al menos el 75% de lé 
potencia espectral [Martínez-Herrero y Mejías 1993],
En definitiva, el formalismo de los momentos de segundo orden gene­
ralizado propone el siguiente par de ecuaciones, a partir de los cuales, di­
chos momentos pueden ser calculados, en sentido generalizado,
o l  =
2 ^  \  /G  _
U u,G
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Finalmente, es posible extender este procedimiento para el caso de 
funciones, de nuevo con discontinuidades finitas, pero que no están nece­
sariamente centradas y son complejas, en general. Es decir, para el caso 
en el que ( u '^ ^ x '^ O . Para obtener el resultado equivalente a la 
Ec. (4.25) para estas funciones, definimos una función auxiliar / ( j c )  , en 
términos de la función / (x) como





que cumple trivialmente las condiciones de aplicación requeridas. Además, 
es directo comprobar que cr*G representa la varianza espectral generaliza­
da tanto para / ( j c )  como para / ( j c )  . Así, aplicando el resultado dado en 







( u 0 ^  7 r ( u oSj  - d  d x
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Es fácil comprobar que si la función / ( * )  es real, todos los términos in­
cluidos entre llaves en la expresión anterior se anulan y recuperamos la 
Ec. (4.31).
En apartados posteriores vemos cómo se propagan estas cantidades 
con respecto al parámetro de evolución z .
4.2.3. Transformación de momentos y varianza espectrales
A continuación discutimos las leyes que rigen la propagación de las 
funciones que poseen bordes abruptos, analizando los cambios que sufren 
las Ecs. (4.19) y (4.24) bajo estas condiciones.
El análisis general de las leyes de propagación a través de sistemas 
ópticos lineales con el formalismo descrito anteriormente demuestra que se 
siguen satisfaciendo las mismas ecuaciones para los parámetros generali­
zados que para el caso de funciones continuas [Lü y Luo 2000; Martínez- 
Herrero et al. 1995a]. Nosotros obtenemos explícitamente este resultado 
para el caso de variaciones de fase como las que nos ocupan en este capí­
tulo. Como ya se ha discutido varias veces, el único problema se encuentra 
en el momento de segundo orden (u2^, por tanto, sólo tenemos que de­
mostrar que se sigue satisfaciendo la ley de propagación para éste. En una 
posición z cualquiera, dicho parámetro se expresa, teniendo en cuenta la 
Ec. (4.25), como
(“’>0, = ¿ ]  *  + z( |/(A 0M / ( - A 0)f) , (4.34)
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donde se ha tenido en cuenta la trivialidad |/(x ;z )| = | / ( * ;0 ) | . Desarro­
llando la derivada que tenemos en la integral anterior podemos escribir
1 D
(«2) = - ^ 1  \  ! g ,z 4 jj- J
d f(x ; 0)
+
:(|/(D) f+ |/(-■D)|2) +
2 ! ^ 3m [ x d f ^  f ' í'X'0)dx + ~ T  (4.35)
( “ 2 ) c . o 1  ’
donde (w2)G0 viene dado por la Ec. (4.25). Teniendo presente el anexo A 
(primera parte), la expresión anterior es similar a la deducida para funcio­
nes continuas (Ec. (4.20)). Por tanto, como las leyes de propagación para 
los momentos no se ven afectadas, es decir, se siguen satisfaciendo aun­
que las funciones posean discontinuidades, las leyes de propagación para 
el factor a 2 se corresponde de nuevo con las obtenidas anteriormente. Así, 
podemos expresar en este caso que
< g(< > = < g(0 )+ t V , W  +
+
2 ^ ( U°)o l - D ;r("0)o
(4.36)
z .
En definitiva, si nuestras funciones poseen discontinuidades finitas, to­
dos los cálculos referidos a la propagación de momentos pueden desarro­
llarse de forma equivalente a como se realiza para el caso de funciones
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continuas, teniendo en cuenta que lo único que cambia es la forma de cal­
cular el momento de segundo orden (u2Sj , que puede hallarse mediante la 
Ec. (4.25).
4.3. Analogía formal: a 2x (z) y
En este apartado, intentamos encontrar las similitudes entre los cálcu­
los desarrollados en las secciones anteriores para las variables estadísticas 
y la situación óptica descrita en la Fig. 3.1. Dicha analogía es empleada 
para obtener las ecuaciones que indican cómo se transforman los momen­
tos de la distribución de irradiancia axial frente a la aberración esférica.
La analogía buscada se obtiene realizando en las ecuaciones de parti­
da de este capítulo las siguientes identificaciones
(-0.5,0.5)
/ ( * ; 0 )  -> ? (# )
P2z -> 4xw4Q (4.37)
f(x;z)  -> q(g;w40) = q(4) exp(/2^w40^ 2)
u^>z'N=zN-w 4 0  
F ( m ; z ) ^ ^ ( 0 , z jv ; w 4O) .
Así, obtenemos la evolución de la desviación estándar asociada a la distri­
bución de intensidad axial en función de la aberración esférica, según la 
definición
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a zN ( W4o)~ /  o (4.38)
a través de la expresión
° lN (w4o) = (0) + 4cr|(0)wJ) +
*+
(4.39)
Para concluir, nótese que, en el caso de que #(£) pertenezca al con­
junto de funciones con discontinuidades finitas, que es lo más habitual, las 
leyes de propagación se aplican de igual manera, con la salvedad de que el 
momento de segundo orden, {z 2^ , debe calcularse mediante el formalismo 
de los momentos de segundo orden generalizados. Así, en este caso
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< c(0)=í ^ 4 ) l  ^  M ~D)^
M I  -  - ^ - 3 m ) ^ - q  (<f) d i
d {
(4.41)
En nuestro caso consideramos únicamente funciones de apodización 
q(£) reales. Es trivial, entonces, encontrar la expresión que nos propor­
ciona la evolución de la varianza de la distribución de intensidad axial,
( j\  (O) ,
1 +  4 - / — - -  w¡q<A  o) (4.42)
Como ya hemos dicho a lo largo de este trabajo, la varianza es un pa­
rámetro que se encuentra directamente relacionado con la anchura de la 
función, por lo que, estudiando este factor en función de la aberración esfé­
rica, podemos ver cómo de robusto es el sistema frente a dichas variacio­
nes. Cuanto más insensible sea, menores cambios presentará la distribu­
ción de irradiancia axial frente a variaciones en la aberración esférica. Pa­
rece interesante estudiar más a fondo esta relación a través de algún ejem­
plo. En la Fig. 4.1 puede observarse la evolución parabólica de la varianza 
de la distribución de intensidad axial para la pareja de filtros parabólicos y 
el filtro gaussiano invertido analizados en el capítulo anterior, todos ellos en 
comparación con la pupila circular.
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Fig. 4.1. Evolución de la varianza de la distribución de intensidad axial 
para: (—) pupila circular; (—) filtro de profundidad de campo; (—) filtro 
superresolvente axialmente; (—) filtro gaussiano invertido.
A la vista de esta última figura no cabe duda de que tenemos cuatro 
comportamientos diferentes frente a la aberración esférica, ilustrados por 
los distintos filtros. El filtro cuya versión 1D permitía aumentar la profundi­
dad de campo se muestra muy estable frente a la aberración esférica. Por 
el contrario, vemos que la varianza equivalente al filtro 1D superresolvente 
axialmente se modifica enormemente conforme aumenta el coeficiente de 
aberración esférica w40. Un comportamiento intermedio entre ambos es el 
que muestra la pupila gaussiana invertida. En ausencia de aberración esfé­
rica, su distribución de intensidad axial es más ancha que la de la pupila 
circular pero sin embargo, su evolución frente a incrementos de estas dis­
torsiones de fase es muy estable, sin variar apenas su valor. Todo este 
análisis está en absoluta concordancia con los resultados experimentales 
mostrados para dichos filtros en el capítulo anterior.
o
Coeficiente de aberración esférica: w40
89
Diseño de técnicas de inmunización contra la aben-ación esférica
Nuestro principal interés en el próximo capítulo será proponer pupilas 
apodizantes que hagan el sistema óptico más tolerante frente a la aberra­
ción esférica. Para ello, estudiaremos la rapidez de la evolución de la va­
rianza de la distribución de intensidad axial en términos del valor de dicha 
aberración.
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Capítulo 5
Técnicas de conformado para incrementar la tole­
rancia a la aberración esférica
Para diseñar filtros que modifiquen la respuesta axial de un sistema 
focalizador tenemos que fijamos en las propiedades de la transformada de 
Fourier y aplicarlas a la versión proyectada de la función pupila, q(£ ). Por 
consiguiente, resulta conveniente realizar el diseño de nuevos elementos 
apodizadores sobre la función pupila proyectada.
En capítulos anteriores hemos estudiado el comportamiento, frente a 
la aberración esférica, de algunos filtros de amplitud, llegando a la conclu­
sión de que, la mayoría de ellos, presentan una gran tolerancia a la misma. 
Sin embargo, el diseño práctico de este tipo de filtros, en los que la transmi- 
tancia varía de forma monótona con la coordenada radial, es muy difícil de 
realizar.
A lo largo de este capítulo proponemos como elemento apodizador un 
filtro de obturación anular parcialmente absorbente (en inglés Shaded Ring, 
SR, filters), constituido por tres niveles de gris, realizamos un diseño óptimo 
del mismo, y estudiamos con detalle su respuesta axial en un sistema de 
microscopía confocal de barrido.
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5.1. Diseño de filtros tolerantes a la aberración esférica
En el capítulo anterior obtuvimos una expresión que relacionaba la va­
rianza de la distribución de intensidad axial con la aberración esférica que 
sufre el sistema. A continuación, recuperamos dicha expresión para el caso 
de funciones pupilas proyectadas reales y con discontinuidades finitas, de 
tal forma que
° Í j0 (w« )  = 0?„,g (° )  + ( 0 ) w ¿ , .  (5.1)
Analizando esta ecuación, se observa que el término <7 * G (0) deter­
mina el ancho efectivo de la distribución de intensidad axial en ausencia de 
aberración esférica, mientras que, el factor a j  (0) indica la rapidez con la 
que dicha varianza se modifica al ir aumentando el coeficiente de aberra­
ción inducida. Nuestro objetivo a lo largo de este trabajo es diseñar filtros 
tolerantes a estas variaciones de fase. Por tanto, el factor relevante para 
este diseño es la varianza asociada a la función q(£ ). En base a este ra­
zonamiento, podemos considerar la función de mérito
que denominamos tolerancia a la aberración esférica, siendo cr¿a la des­
viación estándar de la pupila q(g) asociada a un sistema apodizado y <xE c 
el análogo con pupila circular. Así pues, cualquier sistema que proporcione 
un valor de mayor que la unidad presentará una menor sensibilidad a 
la aberración esférica que el caso sin apodizar.
92
5. Técnicas de conformado para incrementar la tolerancia a la aberración esférica
Para obtener filtros tolerantes a la aberración esférica, consideramos 
una función pupila proyectada con una desviación estándar menor que la 
definida por la pupila circular. Así, podríamos tener en cuenta el caso de 
filtros apodizantes clásicos, tales como los que corresponden a una función 
q(g ) gaussiana o en forma de parábola invertida centrada en el origen. Sin 
embargo, la construcción precisa de este tipo de filtros, en los que la 
transmitancia en amplitud varía de forma continua con la coordenada radial, 
es difícil de realizar. Una alternativa para abordar este problema es recurrir 
a métodos de binarización, que generan una pupila de transmitancia en 
amplitud binaria a partir de un filtro que varía de forma continua. La res­
puesta de ambos filtros debe ser tan parecida como sea posible [Martínez- 
Corral etal. 2001].
Nuestra propuesta es el uso de un filtro de la familia de los denomina­
dos filtros de obturación anular parcialmente absorbentes. Este tipo de fil­
tros está constituido por tres regiones anulares con dos valores de transmi­
tancia no nulos alternos, como el presentado en la Fig. 5.1. El parámetro 
importante en estos filtros es la proporción existente entre el valor máximo 
de transmitancia y el correspondiente nivel intermedio; por tanto, y sin pér­
dida de generalidad, consideramos una pupila cuya transmitancia máxima 
es 1 y la mínima, distinta de cero, corresponde a ( I - 77) .
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- 0.5 0.5
Fig. 5.1. Fundón pupila proyectada y su transm itancia radial corres­
pondientes a un filtro S R.
Para estos filtros, la tolerancia a la aberración esférica viene dada por
y además, presentan valores Fw ( / i , r j )>  \ . En consecuencia, son menos 
sensibles a la aberración esférica que la pupila clara.
Un parámetro a fijar en el diseño de esta familia de filtros es la anchu- 
ra, crz2 G (0), de la distribución de irradiancia axial generada en ausencia 
de aberración esférica. Resulta interesante diseñar filtros que proporcione» 
una respuesta de similares características a la proporcionada por la pupila 
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Así, partiendo del mismo valor de 0), el sistema apodizado con 
r  > 1 mantendrá en todo momento una varianza para la distribución de
40
irradiancia axial menor que la proporcionada por la pupila circular para 
cualquier valor de la aberración esférica.
En el Capítulo 4, analizamos el formalismo de los momentos de se­
gundo orden generalizados. Con este análisis, se presentó un método al­
ternativo para calcular el momento de segundo orden { z de pupilas 
q(¿;) que poseen discontinuidades finitas en los extremos de su soporte. 
Sin embargo, el filtro propuesto en este apartado posee varias discontinui­
dades dentro de su soporte, lo que nos impide aplicar este formalismo de 
manera directa. Por ello, recordamos el significado físico de dicho trata­
miento. El momento de segundo orden generalizado puede calcularse aso­
ciando un límite finito a la integración de la curva z ]t\l(zN\w4/ $ , como se 
expresa en la Ec. (4.30). Para superar el problema formal con el que nos 
enfrentamos, teniendo en cuenta que dicho límite depende de la función 
particular considerada, lo fijamos en los valores correspondientes a la pupi­
la clara, que son zN = ± 4. Estimamos también, que este momento genera­
lizado se transforma del mismo modo que predice la teoría presentada en 
el capítulo anterior. Aunque no constituye una prueba definitiva, hemos 
comprobado numéricamente este método alternativo de cálculo en varias 
funciones que sí cumplen las condiciones analizadas en el Capítulo 4, ob­
teniendo una gran concordancia con los resultados.
Nótese que la Ec. (5.4) nos limita a una familia de filtros SR caracteri­
zados por una relación implícita entre los parámetros //  y 7 7 . Las parejas 
de valores ( / i ,tj) de esta familia se representan en la Fig. 5.2
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o
0.80.2 0.4 0.6 1.0
Parámetro del filtro: (i 
Fig. 5 .2. Familia de filtros SR con a 2 =  0 .4  .
3  ZN
En la Fig. 5.3 se muestran los valores de la tolerancia a la aberración 
esférica para esta familia de filtros. El diseño óptimo del sistema lo realiza­
mos, en este caso, escogiendo el filtro que se corresponde con el máximo 
de dicha curva. Dicho máximo presenta un valor // = 0.55, cuya pareja en 



















0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Parámetro del filtro: p
Fig. 5 .3. Tolerancia a la aberración esférica para la familia de filtros 
representada en la Fig. 5.2.
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5.2. Estudio numérico de la sensibilidad a la aberración esférica del 
filtro SR
En esta sección realizamos un análisis numérico del comportamiento, 
frente a variaciones del coeficiente de aberración esférica, del filtro SR di­
señado anteriormente. La finalidad de este estudio es comprobar que se 
satisfacen las condiciones impuestas durante el diseño. En primer lugar, 
representamos en la Fig. 5.4 la evolución de la varianza de la respuesta 
axial frente a la aberración esférica, tanto de la pupila circular como la del 
filtro SR óptimo. El gráfico refleja que, para cualquier valor de aberración, la 
varianza de la distribución de irradiancia axial del filtro propuesto siempre 
es inferior a la de la pupila clara, resultado esperado según el análisis de la 
tolerancia realizado anteriormente. De igual forma podemos estudiar la 
respuesta axial con diversos valores de aberración esférica, tal y como se 
muestra en la Fig. 5.5 con un objetivo de A Y  = 1.4. Efectivamente, en au­
sencia de distorsiones del frente de ondas, el filtro propuesto es casi tan 
bueno como la pupila circular, que sabemos que es, indiscutiblemente, la 
mejor para este caso. No obstante, conforme aumenta esta aberración, las 
distribuciones referidas a la pupila clara comienzan a deteriorarse con cier­
ta rapidez, como ya se comentó en el capítulo anterior, mientras que la 
correspondiente al filtro propuesto lo hace de forma mucho más gradual.
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Fig. 5.4. Evolución del momento de segundo orden de la distribución 






0.0 6 ■8 -6 0■4 4 6
Coordenada axial normalizada: zN
Fig. 5.5. Distribución de intensidad axial con w40 =  0, - 1 ,  -  2 y - 3  
para pupila circular (— ) y filtro SR (— ).
Una vez completado el diseño, que se ha efectuado optimizando la 
respuesta axial del sistema, para demostrar la utilidad práctica de este filro, 
en la Fig. 5.6 mostramos el comportamiento transversal en los planos de
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mejor foco del sistema formador de imágenes. Como podemos ver, el filtro 
SR mantiene casi inalterada su respuesta transversal frente al incremento 
de la aberración esférica, al igual que la pupila circular, como ya se analizó 
en el Capítulo 3.










2 3 0 I
Coordenada radial normalizada: r.
o
Fig. 5.6. Distribución de intensidad transversal con w40 = 0, -  1, -  2 
y -  3 en los correspondientes planos de mejor foco para pupila circu­
lar (—) y filtro SR (—).
Finalmente, otra forma más visual de corroborar este comportamiento 
es mediante la simulación numérica propuesta en el Capítulo 3, donde se 
mostraba la imagen de un objeto 3D compuesto por un test radial estándar 
y un test circular al estilo de una placa zonal de Fresnel, como el represen­
tado en la Fig. 3.13. En la Fig. 5.7 se muestra el resultado de dicho cálculo, 
para el sistema apodizado con el filtro SR seleccionado, junto con las imá­
genes formadas por el sistema con la pupila clara.
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P. CIRCULAR F. ANULAR
Fig. 5.7. Simulación numérica de formación de imágenes con objeto 
3D para la pupila circular y el filtro SR.
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A la vista de esta figura, ambas pupilas son muy similares para el caso 
de ausencia de aberración esférica. Sin embargo, la evolución del filtro SR 
frente a ésta es mucho más robusta, como ya habíamos hallado anterior­
mente.
5.3. Verificación de los diseños realizados
5.3.1 Microscopía confocal de barrido
Un sistema de microscopía confocal de barrido está constituido, bási­
camente, por dos subsistemas: el de iluminación y el de detección. El sis­
tema de iluminación focaliza la luz monocromática procedente de una fuen­
te puntual sobre una pequeña región de la muestra. Tras interaccionar con 
ella, la luz que emerge es recogida por el sistema de colección y dirigida 
hasta un detector puntual situado en el plano conjugado de la fuente. Éste 
último es, en la práctica, un detector extenso delante del cual se sitúa un 
estenope. El término confocal hace referencia al hecho de que la fuente de 
luz, el punto objeto bajo observación y el detector puntual se sitúan en pun­
tos conjugados a través de los sistemas de iluminación y detección. Esta 
configuración permite recoger un haz de luz cuya intensidad depende direc­
tamente de las propiedades de la región de la muestra que está en foco. La 
imagen 3D se reconstruye en un ordenador con los valores de la intensidad 
obtenidos tras realizar un barrido tridimensional de la muestra. Los siste­
mas confocales pueden funcionar en el modo de transmisión, como el re­
presentado en la Fig. 5.8, o bien en el modo de reflexión, donde un único 
objetivo se encarga tanto de focalizar el haz sobre la muestra como de 
recoger la luz que ha interaccionado con ella.
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Fig. 5.8. Esquem a básico de un sistema de microscopía confocal en 
modo de transmisión.
Los sistemas confocales de barrido son por naturaleza sistemas 3D 
LSI ya que el propio proceso de formación de la imagen, mediante el barri­
do 3D de la muestra, otorga a todos los puntos del objeto la misma res­
puesta 3D. Esto permite escribir, como en el caso de la microscopía con­
vencional, la distribución 3D de intensidades en el espacio imagen como 
una convolución 3D
/ „ ^ ( r , z )  = 0 ( r ,z )® ,  PS(5.5)
donde la PSF viene dada ahora por el producto de dos funciones indepen­
dientes: la PSF del sistema de iluminación y la del detección. De este mo­
do
P S F conf { r ,z )  = |hü (r,z)\2\hde, ( r ,z ) f , (5.6)
donde, si se asume que los subsistemas trabajan con apertura numérica 
alta,
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•a a
h, (r,z )  = —  \Pj (0 )J Q (krsm 0)eiizcos0 sinOdO. (5.7)
^  o
En esta última expresión el subíndice l  = i l , det hace referencia a los sub­
sistemas de iluminación y detección respectivamente. La expresión de esta 
función en coordenadas normalizadas se muestra en la Ec. (2.17).
Nótese que, en este tipo de geometría, tanto la parte de iluminación 
como la de detección son igual de relevantes en las propiedades de la ima­
gen [Sheppard y Choudhury 1977]. Como vemos, cada una de estas res­
puestas unidad depende explícitamente de su correspondiente función 
pupila.
La propiedad más relevante de estos sistemas es su capacidad de 
seccionado óptico [Carlsson et al. 1985; Hamilton etal. 1981; Wilson 1990]. 
Con un razonamiento heurístico es fácil entender que la detección puntual 
es la clave para conseguir esta habilidad. La luz procedente del plano obje­
to situado en el foco es muy intensa y, además, es posteriormente focaliza­
da sobre el estenope y detectada con una alta eficiencia, como vemos en la 
Fig. 5.9 (a). Sin embargo, la luz que procede de planos fuera de foco, 
Fig. 5.9 (b), sufre dos efectos que contribuyen a que la eficiencia en su 
detección se vea considerablemente atenuada: por un lado es menos in­
tensa que la que emerge del foco y por otro es fuertemente rechazada por 
el estenope.
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Fig. 5.9. Representación gráfica del efecto del detector puntual sobre 
la luz procedente de (a) plano en foco y (b) plano fuera de foco.
Por tanto, la microscopía confocal se constituye como una técnica no 
invasiva que permite observar muestras biológicas gruesas con gran cali­
dad de imagen sin necesidad de seccionarlas físicamente.
5.3.2 Descripción del montaje experimental
Para comprobar el comportamiento real del filtro propuesto teórica­
mente en el apartado anterior, realizamos un experimento con dicho filtro 
en un sistema de microscopía confocal de barrido. El esquema del disposi­

















Fig. 5 .10 . Esquem a del sistema confocal em pleado.
La luz procedente de una fuente láser de He-Ne, cuya emisión es con­
tinua con A = 632.8wn, es conducida a través de una fibra monomodo 
hasta el eje óptico del montaje. La salida del haz en la fibra es considerada 
como una fuente puntual. Mediante una lente colimadora y con la ayuda de 
una lámina separadora 50/50, el haz ilumina el objetivo que es, sin duda, 
el elemento fundamental en un microscopio óptico pues de él depende la 
calidad de las imágenes que podemos obtener. En nuestro montaje se trata 
de un objetivo planapocromático (Olympus), lo que significa que el grado de 
corrección de la aberración esférica y cromática, así como de la curvatura 
de campo, es muy alto. Dicho objetivo está diseñado específicamente para 
radiación visible e inmersión en agua. Bajo estas condiciones, la apertura 
numérica del mismo es 1 .2 .
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Las muestras biológicas que generalmente se estudian en microscopía 
están cubiertas por un cubreobjetos cuyo espesor oscila entre 100 y 
220 n m . Para compensar la aberración esférica generada por esta lámina, 
como ya se comentó en el Capítulo 3, algunos objetivos de microscopio 
incorporan un anillo de corrección, generalmente denominado correction 
collar, cc, en la literatura anglosajona, que permite reajustar la posición 
interna de los distintos elementos. La aberración esférica generada por este 
desplazamiento se suma algebraicamente a la producida por el cubreobje­
tos, de manera que ambas pueden compensarse. El objetivo que vamos a 
emplear permite corregir espesores de cubreobjeto comprendidos entre 
130 y 210 /¿m. Este anillo de corrección es el que emplearemos para in­
ducir de manera controlada diferentes valores de aberración esférica. Pues­
to que el objetivo que empleamos está diseñado para corregir la aberración 
introducida por un cubreobjetos de espesor mínimo 130 fim  y trabajar en 
inmersión en agua, es necesario que nuestro objeto se aproxime a estas 
condiciones de trabajo con el fin de evitar unas distorsiones de fase exage­
radas. Por ello, empleamos siempre sobre las muestras, un cubreobjetos 
estándar (n°1, espesor» 140jum) depositado sobre una gota de agua. 
También se rellena con agua el espacio comprendido entre el objetivo y el 
cubreobjetos.
El haz reflejado en la muestra regresa de nuevo por el objetivo y es 
conducido al detector. En nuestro sistema se trata de un tubo fotomultipli- 
cador (Hamamatsu, R636-10) de área extensa, con ganancia de 106 para 
la radiación visible y con un valor muy alto de la relación señal-ruido, rango 
dinámico y velocidad de respuesta. Para conseguir que la detección sea 
puntual, y por tanto el sistema funcione en el régimen confocal, situamos
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una lente que focaliza el haz sobre un estenope de 2 0 ¿im de diámetro, el 
cual se sitúa delante del detector y lo más próximo posible a éste.
Pupila Pupila
entrada salida
Fig. 5 .11 . Posición de las pupilas de entrada y salida de un objetivo 
de microscopio.
En este punto, nos planteamos en qué plano debemos colocar el filtro 
y cuál es la posición de dicho plano. Puesto que lo que queremos es modi­
ficar la función pupila del objetivo de microscopio, resulta evidente que de­
bemos situar el filtro en el plano de la pupila de salida del mismo (según la 
orientación del objetivo en un microscopio convencional), tal y como mues­
tra la Fig. 5.11. Por otro lado, los objetivos de microscopio de apertura nu­
mérica alta se diseñan, generalmente, de manera tal que su pupila de sali­
da se sitúa sobre el plano focal imagen del objetivo [Juskaitis 2003]. Por 
tanto, éste es el plano cuya posición debemos determinar y donde inserta­
remos el filtro posteriormente. En el objetivo que nosotros utilizamos, como 
sucede frecuentemente, el plano focal imagen se encuentra en el interior 
del mismo, y por ello, no es posible situar el filtro apodizante directamente 
sobre él. Por consiguiente, empleamos un sistema adaptador que forma la 
imagen del filtro sobre la pupila de salida del objetivo. Este sistema adapta­
dor, mostrado en la Fig. 5.10, está formado por dos lentes de focales 200 y
107
Diseño de técnicas de inmunización contra la aberración esférica
175 mm respectivamente, constituyendo un sistema afocal. Este procedi­
miento que sitúa el filtro sobre el plano de la pupila de salida del objetivo es 
necesario, aún cuando dicho plano sea accesible, si se quiere que el filtro 
actúe sólo en la rama de iluminación.
El método experimental que utilizamos para superponer nuestro filtro, 
en posición y tamaño, a la pupila de salida del objetivo está basado en el 
esquema de la Fig. 5.12. En primer lugar iluminamos, con una fuente de luz 
difusa convencional, el objetivo de microscopio, tal y como se muestra en 
dicha figura, y desplazamos la cámara CCD a lo largo del eje óptico hasta 
conseguir enfocar la imagen de la pupila del objetivo a través del sistema 
adaptador. A continuación fijamos la cámara en esa posición e insertamos 
el filtro. El ajuste 3D del filtro nos permite superponer y centrar su imagen 
sobre la CCD con la de la pupila del objetivo.
Además, este método permite determinar con exactitud el diámetro 
que debe tener el filtro, y por tanto, la forma final del mismo. Con estos 
datos hemos realizado el filtro por métodos fotográficos empleando una 
película de alto contraste (Technical Pan®, Kodak). Conviene recordar que 
estamos interesados en comparar la respuesta del sistema con y sin el filtro 
SR. Para garantizar que esta comparación se realiza en las mismas condi­
ciones de apertura del objetivo, debemos asegurarnos de que el diámetro 
de la pupila circular con la que comparamos es exactamente el mismo que 
el del filtro. Para ello, contrastamos los resultados obtenidos con el sistema 
con filtro y con una pupila circular del mismo diámetro que éste.
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Fig. 5 .12 . Montaje para proyectar el filtro em pleado sobre la pupila de 
salida del objetivo.
La fuente puntual (salida de la fibra) y el detector están situados en 
planos conjugados y constituyen un sistema estático. El barrido del objeto 
se realiza con un desplazador tridimensional piezoeléctrico (Piezosystem 
Jena). Con el fin de compensar la histéresis que sufren estos sistemas, 
este desplazador lleva incorporados unos sensores de posición que comu­
nican al controlador sus coordenadas. En este modo de trabajo, denomina­
do ciclo cerrado, el recorrido máximo del desplazador es de 80 nm  en ca­
da dirección, con una precisión muy inferior a 1 /¿m.
Por otro lado, detrás del detector y del desplazador piezoeléctrico exis­
te todo un dispositivo electrónico de adquisición y procesado de la informa­
ción que se encarga de reconstruir la imagen final. En nuestro sistema la 
señal recogida por el detector es transmitida a un ordenador personal me­
diante una tarjeta de adquisición de datos (National Instruments) y proce­
sada con un software especializado (LabView). Este software nos permite
109
Diseño de técnicas de inmunización contra la aberración esférica
controlar el movimiento del sistema de barrido 3D además de almacenar, 
en una matriz de datos, los valores de la intensidad recogidos para cada 
posición de la muestra. Este proceso se realiza de forma sincronizada.
5.3.3. Resultados experimentales
En este apartado detallamos los resultados experimentales obtenidos 
con el montaje descrito anteriormente para caracterizar la respuesta del 
filtro diseñado frente a variaciones de la aberración esférica. En particular, 
nos centramos en la caracterización de la respuesta axial del sistema. Para 
ello, medimos un parámetro relacionado muy estrechamente con esta res­
puesta y que es fácilmente accesible experimentalmente. Se trata de la 
llamada respuesta a un reflector plano perfecto o simplemente función V . 
Básicamente, debemos obtener los valores de la intensidad detectados a 
medida que desplazamos axialmente, a través del volumen focal, un espejo 
plano de alta reflectancia. Este criterio es frecuentemente empleado para 
valorar la capacidad de formación de imágenes que posee un sistema 
axialmente [Sheppard 1987] y, además, es sencillo de investigar experi­
mentalmente. Puede probarse que, en estas circunstancias, la intensidad 
medida sobre el fotodetector [Martínez-Corral et al. 1998; Sheppard y Wil- 
son 1981] viene dada por
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donde zN es la coordenada axial normalizada que define la posición del 
espejo a través de la Ec. (2.17), a  el máximo ángulo de convergencia de la 
lente y $>AE(0) la aberración del frente de ondas. P¡,C(Ó) representa la 
función de apodización de la rama de iluminación y colección, respectiva­
mente. Si el sistema satisface la condición del seno, que es la más habitual 
en microscopía y el caso del sistema experimental empleado, y suponiendo 
que la aberración del frente de ondas viene dada por la Ec. (3.20), llegamos 
a la siguiente expresión para la función V
donde se ha tenido en cuenta el cambio de variable representado en la 
Ec. (3.22)
En la práctica, hemos empleado el sistema descrito anteriormente 
usando como muestra un espejo dieléctrico que se utiliza para realizar el 
barrido axial (planitud A/IO ), sobre el que se depositó una gota de agua y 
un cubreobjetos. Nótese que para obtener la función V bastaría con tomar 
la intensidad sobre el detector para cada posición z del espejo que realiza 
el muestreo en una posición transversal dada, puesto que cualquier sección 
axial del espejo es equivalente idealmente. No obstante, puesto que el pro­
grama nos permite hacer un barrido 2D con relativa rapidez, tomamos imá­
genes del mismo barrido axial para diferentes posiciones transversales del 
espejo. Esto nos permite promediar los valores de la función V 
correspondientes al mismo valor de z . De esta manera, obtenemos el perfil
_2sí"!ÍtV (5.9)
111
Diseño de técnicas de inmunización contra la aberración esférica
dientes al mismo valor de z . De esta manera, obtenemos el perfil axial de 
dicha función mejorando la relación señal-ruido.
Para introducir valores de aberración esférica en el experimento nos 
apoyamos en el anillo de corrección del que dispone el objetivo, tal y como 
comentamos previamente. Si la posición de este anillo es la que genera 
una compensación precisa de la aberración inducida por el cubreobjetos, el 
sistema quedará libre de aberración. Sin embargo, para otras posiciones de 
éste se tendrá una sobre- o sub-compensación que producirá una aberra­
ción esférica residual. De esta forma, se obtienen los datos experimentales 
mostrados en las Figs. 5.13 y 5.14.
ec 0 .2(1
ce 0.14
40 42 44 46 48 50 52 54 56
Coordenada axial: z (p m )
Fig. 5.13. Función F (z )  experimental para la pupila circular y varios 
ajustes del anillo de corrección. Estos ajustes introducen los siguien­
tes valores del coeficiente de aberración esférica: (—) w40 = 0 ,  (—)
W 4 O = 0 -7 - H )  W 4 0 = 1 -4 ’ ( ~ ) * 4 0  = 2 ’ 1 - ( H  W 4 0 = 2 - 8 ' ( — ) 
*>40 =  3 -5  • ( — )  * 4 0  =  4 -2  >(— )  W 40 =  4  9  •
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cc 0.19
32 3X 40 42 44 46
Coordenada axial: z (p m )
Fig. 5.14. Función ^ ( z )  experimental para el filtro SR y varios ajus­
tes del anillo de corrección. Estos ajustes introducen los siguientes 
valores del coeficiente de aberración esférica: (—) wA0 = 0 , (—)
*>40 = 0 .7  , (—) ^  = 1.4 , (—) w40 = 2.1, (—) w40 = 2.8 , ( -  ) 
w40 =  3 .5 , (— ) = 4.2 ,(— ) = 4.9 .
Como podemos observar, a medida que incrementamos la aberración 
esférica, se produce una mayor asimetría de la respuesta axial del sistema, 
apareciendo una serie de lóbulos secundarios cada vez más intensos 
cuando se trata de la pupila circular, mientras que el filtro proporciona una 
respuesta más robusta frente a estas variaciones. Cabe señalar, a la vista 
de dichas figuras, que la posición del anillo de compensación para el valor 
0.14/w/w es la que genera una respuesta más simétrica y más estrecha en 
ambos casos, como corresponde a una compensación casi perfecta de la 
aberración generada por el espesor del cubreobjetos empleado.
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Finalmente, el desplazamiento del máximo de la respuesta axial es 
menor para el sistema apodizado con nuestro filtro que con la pupila circu­
lar, lo que confirma la utilidad de los filtros SR en estos sistemas formado- 
res de imágenes.
5.3.4. Procedimiento híbrido para reducir el impacto de la aberración 
esférica
Tal y como se ha venido describiendo, el deterioro de la respuesta im- 
pulsional que aparece debido a la aberración esférica creciente generada 
durante el proceso de barrido axial, provoca una pérdida importante en la 
calidad de las imágenes 3D obtenidas en microscopía. Naturalmente, 
cuando el microscopio se utiliza para obtener la imagen de una determina­
da muestra 2D, la aberración esférica generada por el salto de índice de 
refracción puede compensarse estáticamente ajustando el anillo de correc­
ción. Esto permite la obtención de imágenes 2D de alta calidad, sin necesi­
dad de sistemas adicionales de reducción del impacto de la aberración 
esférica.
Más aún, incluso en el caso en que el microscopio enfoque a una pro­
fundidad diferente de la que se compensó con el anillo de corrección, la 
imagen 2D sigue siendo de alta calidad. Esto es así porque aunque la abe­
rración esférica generada da lugar a una degradación importante de la res­
puesta impulsional 3D, la sección lateral de ésta en el plano de mejor ima­
gen sigue siendo muy parecida al disco de Airy. Esto implica que, en térmi­
nos reales, no es corriente la captura de imágenes 2D cuya calidad se vea 
afectada seriamente por la aberración esférica.
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El problema real surge cuando se trata de obtener imágenes de mues­
tras 3D. También en este caso el anillo de corrección se ajusta para com­
pensar la aberración esférica correspondiente a una cierta profundidad de 
barrido. Sin embargo, cuando en el proceso de barrido se enfoca a planos 
situados a diferentes profundidades, la degradación padecida por la res­
puesta impulsional hace que la imagen se emborrone con la luz procedente 
de otras secciones de la muestra. Por ello, parece razonable analizar la 
influencia de la aberración esférica en sistemas especialmente diseñados 
para la formación de imágenes 3D.
Así pues, el propósito de esta sección es visualizar la influencia de la 
aberración esférica en un sistema confocal con pupila circular, y comprobar 
las mejoras alcanzadas haciendo uso de un procedimiento híbrido en que 
primero se obtiene la imagen 3D insertando un determinado filtro de fase 
en la pupila del objetivo, y posteriormente se aplican técnicas de desconvo- 
lución 3D.
El procedimiento híbrido que proponemos tiene origen en la analogía 
formal entre la focalización 1D y el comportamiento axial de sistemas con 
aberración esférica. Esta analogía nos ha permitido aplicar a nuestro pro­
blema la técnica denominada como wavefront coding [Dowski y Cathey 
1995], que ha sido diseñada para incrementar la profundidad de campo de 
los sistemas formadores de imágenes paraxiales. Esta técnica híbrida 
combina el uso de un filtro pupilar que, aunque distorsiona en gran medida 
la componente transversal de la PSF, dota al spot focal de un alto grado de 
invariancia axial. Esta invariancia permite la aplicación de procedimientos 
de desconvolución a la imagen 3D. Una propuesta satisfactoria en este
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sentido es el filtro cúbico de fase 1D propuesto por Cathey y colaboradores 
[Bradbum et al. 1997],
Nuestra propuesta consiste en aplicar la variación cúbica de fase en ¿I 
espacio adimensional proyectado £ (ver Ec. (3.22)). De esta forma dise­
ñamos el filtro radial,
= exp(-z'2;rv4£3) . (5.1Q
Siguiendo la sugerencia de los propios Dowsky y Cathey hemos tomado in 
valor de A^> 5. En nuestro caso yí = 50. En la Fig. 5.15 se muestra en 
una representación de niveles de gris la variación de fase del filtro cúbio, 







Fig. 5 .15 . Representación en niveles de gris de la variación de fase  
del filtro cúbico.
Para comprobar la utilidad del procedimiento híbrido, hemos llevado a 
cabo una simulación numérica en la que hemos considerado un microsco­
pio confocal equipado con un objetivo de AN = 1.4 de inmersión en aceie
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(«, =1.52). Hemos supuesto que el índice de refracción de la muestra es 
próximo al de la solución acuosa, n2 =1.33, en la que está sumergida. Por 
último, con objeto de reproducir una situación realista, hemos supuesto que 
el anillo de corrección se ajusta para compensar la aberración esférica para 
un plano situado a una cierta distancia, d' = \0/um, de la interfaz (ver 
Fig. 3.2), que corresponde a distancia de focalización de la onda incidente 
d  = 1 \ . l / jm .
En la Fig. 5.16 se muestran las componentes axiales de las respuestas 
impulsionales confocales focalizadas sobre el plano d '- \0 fu m  y sobre 











10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 27.5
P ro fund idad  de focal i/.ación: d"(f.im )
Fig. 5.16. Sección axial de las respuestas impulsionales confocales  
focalizadas sobre d' = \0/um y otros 6 planos equidistantes.
A continuación, en la Tabla 5.1 se muestran los valores de d  , d' y del 
correspondiente coeficiente de aberración esférica.
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d \n m ) 1 0 .0 12.5 15.0 17.5 2 0 .0 22.5 25.0
d[/um) 11.7 15.0 18.3 2 1 .6 24.9 27.5 30.8
™40 0 .0 -0.5 - 1 .0 - 1 .6 - 2 .1 -2.5 -3.0
Tabla 5.1. Valor de la distancia de focalización de la onda incidente, 
d  , y del coeficiente w40 correspondientes a siete valores de d ' .
Para nuestra simulación utilizamos un objeto 3D sintético compuesto 
por una serie de 8 pantallas planas equidistantes situadas en las posicio­
nes d' = 17.5/y/w + /'A , con / = y A = 1.25jum. La serie de 8  panta­
llas estaba compuesta por la repetición en cascada de la serie que se 
muestra en la Fig. 5.17
Fig. 5.17. El objeto sintético utilizado para la simulación numérica está 
compuesto por la repetición en cascada de esta serie de pantallas.
Para el cálculo de cada sección 2D de la imagen es necesario utilizai 
una respuesta impulsional diferente. De este modo una determinada sec­
ción de la imagen 3D es el resultado de la superposición incoherente de las 
convoluciones 2D entre las diferentes pantallas planas y las correspondien­
tes secciones transversales desenfocadas de la respuesta impulsional aso­
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(c)
Fig. 5.18. Imágenes correspondientes a cinco de las pantallas obteni­
das con: ( a )  Abertura circular; (¿) Filtro cúbico; ( c )  Abertura circu­
lar y desconvolución 3D; ( d ) Filtro cúbico y desconvolución 3D. Para 
el cálculo de la desconvolución se ha utilizado, en ambos casos, la 
respuesta impulsional correspondiente a d ' = 2 5 .
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En la primera columna de la Fig. 5.18 se muestra las imágenes co­
rrespondientes a cinco de las pantallas. Se observa con claridad cómo a 
medida que aumenta la profundidad de barrido aumenta la influencia de 
secciones adyacentes en las imágenes de las pantallas planas.
A continuación se muestra en la Fig. 5.19 las componentes axiales de 
las respuestas impulsionales generadas por el filtro cúbico de fase 
= exp(-/2 /r¿£3) , con A = 50 . Tal y como habíamos anunciado, las 
respuestas son de peor calidad que las proporcionadas por la pupila circu­
lar, pero fuertemente invariantes a cambios en la profundidad de barrido.







Profundidad de focal i/.ación: d '(p m )
Fig. 5.19. Sección axial de las respuestas impulsionales confocales 
correspondientes al filtro cúbico de fase.
También en este caso mostramos en la Tabla 5.2 los valores de d y 
w40 correspondientes a los 7 valores equidistantes de d ' . Lógicamente, 
estas respuestas impulsionales proporcionan imágenes de nuestro objeto
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3D de peor calidad que la abertura circular. Esto se muestra en la segunda 
columna de la Fig. 5.18, donde vemos una influencia de secciones adya­
centes mayor que en el caso anterior, pero prácticamente independiente de 
la profundidad de barrido. Esta invariancia es la que ha permitido aplicar 
técnicas clásicas de desconvolución 3D a la imagen 3D de la que se han 
mostrado 5 secciones. El resultado de esta desconvolución se muestra en 
la cuarta columna de la Fig. 5.18. Esta serie de secciones nos permite con­
firmar la hipótesis de que la técnica híbrida proporciona imágenes altamen­
te insensibles al incremento de la aberración esférica.
10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0
definí) 13.2 16.5 19.7 22.9 26.3 29.7 33.1
W 40 -0.2 -0.8 -1.3 -1.8 -2.3 -2.8 -3.4
Tabla 5.2. Valores de d  y w40 para el caso del filtro cúbico de fase.
Por último, en la tercera columna mostramos el resultado de aplicar el 
algoritmo de desconvolución 3D a la imagen obtenida con la abertura circu­
lar. Nótese que hemos realizado esta última simulación por razones de 
completitud en los resultados presentados. Sin embargo, es evidente que, 
desde un punto de vista matemático, carece de sentido aplicar un algoritmo 
de desconvolución a un proceso en que la respuesta impulsional no es 
espacialmente invariante.
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Capítulo 6 
Técnicas de conformado para incrementar la pro­
fundidad de campo
Los sistemas formadores de imágenes son altamente sensibles al 
desenfoque, es decir, a desajustes entre el plano objeto y el plano de de­
tección. Para muchas aplicaciones prácticas como puede ser en microelec­
trónica, robótica, microscopía, medicina, etc. es deseable disponer de una 
gran profundidad de campo que permita obtener imágenes nítidas para un 
amplio rango de posiciones axiales del objeto. El procedimiento trivial para 
incrementar la profundidad de campo consiste en reducir la apertura numé­
rica del objetivo. Sin embargo, este procedimiento implicaría una disminu­
ción dramática de la resolución transversal. Otras técnicas han sido des­
arrolladas con este fin, entre las que podemos destacar el conformado del 
sistema mediante filtros de amplitud [Hammond 2000; Miller y Blanko 2003; 
Ojeda-Castañeda et al. 1989], el empleo de filtros de fase combinado con 
un posterior procesado digital de la señal [Castro et al. 2006; Dowski y Cat­
hey 1995; Mezouari y Harvey 2003; Sherif y Cathey 2003; Zalevsky et al. 
2006] o incluso, el uso del concepto multifocal, en el cual se emplean lentes 
que poseen varios focos axiales [Ben-Eliezer et al. 2003; Ben-Eliezer et al. 
2005].
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De todas estas posibilidades, en este capítulo nos centraremos en i\ 
uso de filtros de amplitud. En el diseño de dichos filtros se aprovechará á 
analogía entre el comportamiento axial del sistema con aberración esféria 
y el comportamiento transversal de sistemas 1D con desenfoque.
6.1. Diseño de filtros para incrementar la profundidad de campo
Comencemos nuestro estudio particularizando al caso de objetos b- 
dimensionales la expresión que proporciona la distribución de intensidade 
en el espacio imagen de un sistema telecéntrico, esto es
En caso en que la función pupila sea separable en coordenadas carte­




hr (x, y ; z) = h’x {x-,z)h’y (y ;z ), donde
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En esta ecuación hemos normalizado las coordenadas en el plano de la 
pupila de la forma
(6-4)
siendo el radio del círculo en que se inscribe la pupila cuadrada.
Véase que esta expresión es análoga a la Ec. (3.23), lo que implica 
que la respuesta axial de un sistema formador de imágenes afectado de 
aberración esférica, presenta un comportamiento similar al de la respuesta 
transversal de un sistema formador de imágenes con pupila cuadrada.
De este razonamiento es directo concluir que la familia de perfiles de 
amplitud diseñados en el capítulo anterior, para la disminución del impacto 
de la aberración esférica, podrá utilizarse también para dotar a los sistemas 
formadores de imágenes de una mayor tolerancia al desenfoque. Nosotros 
nos centramos en el perfil, cuya versión cuadrada se muestra en la 
Fig. 6.1 ( i ) .
125




Fig. 6 .1 . (a) Transm itancia proyectada del filtro para la reducción del 
impacto de la aberración esférica; (b)  Versión cuadrada de dicho filtro.
La figura anterior pone de manifiesto, sin embargo, que al utilizar un filtro 
cuadrado se produce una pérdida significativa de resolución transversal en 
ciertas direcciones, al no aprovechar todo el tamaño de la pupila. Por ello, a 
partir de este filtro cuadrado construimos una versión radial, ver Fig. 6.2, de 
tal forma que la resolución transversal sea la misma en todas las direccio­
nes. Tras un procedimiento numérico de optimización seleccionamos los 
valores v = 0.4 y 77 = 0.7 .
Naturalmente, para calcular la respuesta unidad en este caso es más 
conveniente reescribir la Ec. (6.2) en coordenadas cilindricas, esto es
donde p  -  rp / r max, y hemos definido el coeficiente de desenfoque como
max (6.5)
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w2 o = — j55l T -  (6 -6 )20 2/1/
TI
Fig. 6 .2 . Transm itancia real del filtro que incrementa la profundidad de  
cam po.
6.2. Verificación experimental 
6.2.1. Sistema formador de imágenes con apertura numérica baja
En esta sección proponemos un experimento sencillo para ilustrar los 
efectos del desenfoque dentro del ámbito paraxial. Para que sirva de com­
paración, mostramos también los resultados obtenidos mediante una simu­
lación numérica, tanto para la pupila circular como para el filtro diseñado, 
de las imágenes correspondientes a diferentes planos de desenfoque de un 
test de resolución, como el que se ilustra en la Fig. 6.3.
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l li =  6 Number
Fig. 6.3. Test de resolución.
El dispositivo experimental utilizado para nuestro experimento íe 
muestra en la Fig. 6.4. La luz emitida por una fuente de luz blanca, tres 
pasar a través de un difusor, ilumina el objeto bidimensional situado en 2l 
plano focal objeto de la lente I ,  ( f x = 400mm), uniforme e incoherente­
mente. Los patrones de difracción se propagan en el espacio libre hasa 
llegar al diafragma de apertura del sistema, el cual se encuentra en el plaro 
focal imagen de Lx. Dicho plano resulta ser también, el plano focal objeo 
de una segunda lente esférica, L2, de f 2 =100mm. Por tanto, la imagen 
final del objeto se haya en el plano focal imagen de esta segunda lente qie 
conforma el sistema telecéntrico. Para analizar el efecto del desenfoqie 
capturamos, mediante una cámara CCD monocroma (Pulnix TM-765E ccn 
756x581 píxeles de 11x11 /im y 8 bits de rango dinámico), las imágenes 
correspondientes a diferentes planos que distan una cierta cantidad z d?l 
plano focal F2 . La cámara CCD se halla montada sobre un desplazador 










Fig. 6.4. Esquema del montaje experimental empleado.
En las Figs. 6.5 y 6 .6  se muestran las imágenes obtenidas de forma 
numérica y experimentalmente, respectivamente, del test de resolución 
mostrado en la Fig. 6.3, tanto para la pupila circular como para el filtro tole­
rante al desenfoque. Dichas imágenes corresponden a los coeficientes 
w20 = 0, -1 , -2  y -3 ,  valores que se corresponden con las posiciones 
axiales z = 0 ,  2.15mm, 5.50mm y 8.25m m , respectivamente. Imágenes 
similares, por ello no se representan, se obtienen para cantidades positivas 
del coeficiente de desenfoque, ya que la respuesta unidad es simétrica 
respecto del plano focal.
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Fig. 6.6. Imágenes experimentales del test de resolución para la pupi­
la circular y para el filtro anular tolerante al desenfoque.
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Como podemos ver, los resultados experimentales están en buena 
concordancia con los teóricos. Conforme incrementamos el valor del coefi­
ciente de desenfoque, la imagen proporcionada por el sistema sin apodizar 
sufre un gran deterioro, no llegando a resolver las frecuencias bajas refleja­
das en los elementos 1 y 2 del grupo 0 (1 y 1.2 mm~] , respectivamente), 
cuando estamos en el caso w20 = -3 . Sin embargo, para la situación del 
sistema apodizado con el filtro anular, apenas existe degradación en la 
calidad de la imagen, llegando incluso a discernirse frecuencias de 
2.52 mm~l en el caso w20 = -3  como las correspondientes al elemento 3 
del grupo 1. Podríamos decir que, la imagen obtenida para un desenfoque 
de w20 = -1 con la pupila circular es prácticamente similar a la proporcio­
nada por el sistema con w20 = -3 , cuando el filtro tolerante al desenfoque 
actúa sobre la pupila de salida del sistema.
Otro efecto a tener en cuenta, y que sucede en el caso de la pupila 
clara, es la inversión de contraste que tiene lugar en diversos elementos, 
como por ejemplo los elementos del grupo 1 del test correspondiente a 
w20 = —2 .
6.2.2. Microscopía convencional de barrido
En esta sección, trasladamos los resultados obtenidos anteriormente 
al caso particular de la microscopía, concretamente a un sistema de mi­
croscopía convencional de barrido, basándonos en el hecho de que las 
ecuaciones que rigen ambos sistemas son similares, como ya se estudió en 
el Capítulo 2.
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El montaje experimental es similar al diseñado para el estudio de la 
respuesta axial del sistema frente a diferentes valores del coeficiente de 
aberración esférica, Fig. 5.10, en el que se han introducido algunas modifi­
caciones. En este caso, se usa un objetivo planacromático (Nikon), lo que 
significa que el grado de corrección de la aberración esférica y cromática, 
así como de la curvatura de campo, es muy alto. La apertura numérica del 
mismo es de 0.9. La muestra empleada corresponde a un pequeño frag­
mento de un CD de música original, es decir, el objeto es un conjunto de 
pistas grabadas en el CD. Por último, el estenope empleado posee un radio 
de 500fxm, lo que nos garantiza que la detección ya no es confocal y es­
tamos, por tanto, ante un sistema de barrido cuya respuesta es similar a la 
de un sistema de microscopía convencional [Gauderon y Sheppard 1999; 
Gu y Sheppard 1993; Kimura y Munakata 1990; Wilson y Carlini 1988].
En la Fig. 6.7 se muestran los resultados experimentales. Nótese que 
en este caso un incremento de una unidad en el valor de w20 corresponde 
a un desplazamiento axial de z = 1.12//w. A la vista de esta última figura 
no cabe duda de que el filtro tolerante al desenfoque, también en sistemas 
de microscopía convencional de barrido, proporciona un comportamiento 
muy estable frente a incrementos del coeficiente de desenfoque, mejorando 
notablemente la calidad de las imágenes a partir de w20 = -2  en compara­
ción con la pupila circular.
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P. C IR C U L A R  F. A N U L A R
Fig. 6.7. Im ágenes experim entales de las pistas de un C D  obtenidas  





En esta Conclusión general queremos hacer un breve resumen de los 
logros alcanzados en este trabajo y apuntar al mismo tiempo algunas pers­
pectivas para proseguir nuestra investigación en un futuro.
En los sistemas telecéntricos, la formación de imágenes es un proceso 
lineal e invariante a desplazamientos 3D (LSI 3D). Como consecuencia de 
ello, hemos analizado como la respuesta de estos sistemas queda plena­
mente caracterizada en términos de la respuesta unidad de un sistema 
focalizador.
A partir de este resultado, hemos revisado el efecto que tiene en la 
respuesta de un sistema focalizador el desajuste del índice de refracción 
entre la muestra y el medio que la rodea así como las variaciones en la 
longitud de tubo del objetivo de microscopio. Es de gran interés práctico 
estudiar la posibilidad de corregir dichas aberraciones ya que pueden afec­
tar fuertemente a la calidad de la imagen en sistemas de microscopía. 
Hemos obtenido una expresión que nos proporciona la aberración esférica
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inducida y hemos conseguido expresar el efecto de ésta sobre la respuesta 
del sistema con una fórmula cerrada.
A continuación, hemos desarrollado un formalismo matemático para 
analizar dicho efecto, basado en la propagación de la varianza de la res­
puesta axial del sistema en términos del coeficiente de aberración esférica. 
Este análisis nos ha permitido, posteriormente, definir una función de méri­
to, la tolerancia a la aberración esférica, que nos ha servido para diseñar un 
filtro de amplitud anular óptimo para disminuir la sensibilidad del sistema 
frente a estas distorsiones de fase. Para demostrar la bondad de la técnica 
propuesta hemos llevado a cabo la medida experimental de la respuesta 
axial de un dispositivo real de microscopía confocal de barrido, comproban­
do que se obtiene una reducción significativa de la sensibilidad a la aberra­
ción esférica mediante el uso del filtro anular.
Finalmente, a partir del estudio llevado a cabo sobre la aberración es­
férica, hemos sido capaces de incrementar, experimentalmente, la profun­
didad de campo mediante el empleo de filtros de amplitud, en un sistema 
formador de imágenes de apertura numérica baja y en un sistema de mi­
croscopía confocal de barrido.
Este trabajo abre una serie de líneas de interés para la investigación 
futura. En el campo teórico, la extensión del formalismo de los momentos 
generalizados a funciones que presenten discontinuidades finitas en el 
interior de su soporte, permitirá abordar con rigor el análisis del efecto de la 
aberración esférica en sistemas con pupilas con aberturas múltiples. Ejem­
plos de este tipo son muchos de los filtros anulares empleados en micros-
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copia, así como la mayor parte de los elementos difractivos tales como las 
placas zonales.
Desde un punto de vista práctico, el incremento de la tolerancia a la 
aberración esférica de sistemas de focalización, como los empleados en 
irradiación de materiales en profundidad, o sistemas de confinamiento, 
como las pinzas ópticas, representan sólo una muestra de la capacidad de 
la técnica aquí presentada para mejorar las prestaciones de multitud de 
dispositivos ópticos.
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Algunas propiedades de la evolución de la varian- 
za
> PARTE I
Consideremos la expresión que nos proporciona la propagación de la 
varianza asociada a la variable u en función del parámetro de evolución z
° í ( z) = ° í(O )+ -j^ -0 'x (O )r2 -
)x^rf'(x’°s>dx+{(u°)0 M x' W l
* ( " ° ) o
(A.1)
>z.
A continuación, resolvemos la integral por partes, integrando y deri­
vando las cantidades d f ¡dx y x f , respectivamente, como se muestra en 
la siguiente expresión
/.*  r *  dj
x f  - >  /  + X -X -
K dx




= * | / ( * ;0 ) |2 -  J | / ( * ;0 ) |2 d x -  Jx ^  f(x\Q>)dx.
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Nótese que el primer término de esta integral es idénticamente nuo 
debido a que la función / ( x ;0 )  es de módulo integrable en todo R , lo qie 
significa que debe anularse en ±0 0 .
d f  d fTeniendo en cuenta la propiedad -=— =
dx \d x j
, llevamos a cabo la a-
guiente agrupación de integrales
ou




dx = -  J  |/ (^ ;0 ) |2 dx, (A.3
lo que, de modo resumido, podemos escribir de la forma
m e \  J x ~ ~ j ~  f  ( * ;0 ) 4  =  - I  | / ( ^ ° ) r ^  =  - ( « ° ) o .  ( M
donde Me indica la parte real. En este último paso las relaciones a tener ei 
mente son: la Ec. (4.9), a  + a  = 2Me(a) y el hecho de que x es una va­
riable real. De esta forma, el término Me ha podido salir fuera de la inte­
gral. Así, teniendo en cuenta este desarrollo, la Ec. (A.1) queda de la forma









Si la fundón /( jc ;0 ) es real, el coeficiente B de la Ec. (4.21),
—f , 2t , 5mi \ x df{x'0 ) / ' ( jc;0 ) í¿c1  (u'\ , (A.6)
2* («}„ U  *  J *(«°}0 M  /o
es idénticamente nulo por los siguientes razonamientos: 
• Por un lado tenemos
J x — / *  (x;0) (A.7)\
dx
ya que tanto x como / ( x;0) son reales.
• Por otro lado, como / ( x ;0 )  es una función real, entonces, 
F(w;0) es una función hermítica tal que
ao
(u' ) q= \ u \ F { u ^ d u  = 0, (A.8)
-00
debido a que el integrando es una función impar.
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Analogías con la Mecánica Cuántica
En este anexo veremos, brevemente, la similitud existente entre el de­
sarrollo llevado a cabo en el Capítulo 4, con un desarrollo análogo realizado 
a partir de la Mecánica Cuántica. Podemos deducir las ecuaciones 
equivalentes para la propagación de momentos y de la desviación estándar 
en términos cuánticos, simplemente realizando una identificación de varia-
k|es' Consideremos F (u ;z ) dada por
Ahora hallamos su transformada de Fourier, f ( x ; z ) ,  y obtenemos la 
ecuación de ondas que rige dicha propagación
Si ahora recuperamos de la Mecánica Cuántica la función de ondas 
expresada en el espacio de posiciones y la ecuación de ondas de 
Schródinger dependiente del tiempo para una partícula libre de masa m 
[Sakurai 1985],
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h2 d2y/{x\t) i f dtf/(x\i) 
2 m dx2 dt
podemos realizar la siguiente identificación de variables comparando las 
Ecs. (4.3) y (B.3), por un lado, y (B.2) con (B.4), por otro
2 nti
z —^ t (B.5)
Pi - * ----------•m
A continuación, recuperamos las ecuaciones que nos proporcionan la 
propagación de los momentos, (4.19), y realizamos el cambio de variable 
detallado anteriormente, de tal manera que el resultado obtenido puede 
expresarse de la forma
< * ) , = ( * ) , . » <a 6 >
donde hemos supuesto una función de ondas tal que (xp) = 0, para simpli­
ficar los resultados. Estas ecuaciones corresponden a los conocidos teore­




Forma alternativa de expresar el momento de se­
gundo orden
Veamos una forma alternativa de calcular el momento de segundo or­
den (u2^ . En primer lugar, a partir de la Ec. (4.3) es directo obtener
= i2n ]u F (u )  e'2” “  d u . (C.1)





= 4n 2 J  J ^uu 'F (u)F*(u ')ex\^i27c(u-u '}x^dudu 'dx
—oo —oo —00
Teniendo en cuenta la definición de la función delta
(C.2)
□u
S (u -u ')=  Jexp[z'2;r(w-M')jc]í¿c, (C.3)
podemos escribir la Ec. (C.2) de la forma 
d f(x )
|  c¿c = 4;r2 Jm2|f(w )| d u , (C.4)
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que nos relaciona el momento de segundo orden , con la derivada de 
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